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Meinen umfangreichen Verlag auf dem Gebiete der Mathematischen, 
der Technischen und Naturwissenschaften nach allen Richtungen hin 
weiter auszubauen, ist mein stetes durch das Vertrauen und Wohlwollen 
zahlreicher hervorragender Vertreter obiger Gebiete von Erfolg begleitetes 
Bemühen, wie mein Verlagskatalog zeigt, und ich hoffe, daß bei gleicher 
Unterstützung seitens der Gelehrten und Schulmänner des In- und Auslandes 
auch meine weiteren Unternehmungen Lehrenden und Lernenden in Wissen- 
schaft und Schule jederzeit förderlich sein werden. Verlagsanerbieten ge- 
diegener Arbeiten auf einschlägigem Gebiete werden mir deshalb, wenn 
auch schon gleiche oder ähnliche Werke über denselben Gegenstand in 
meinem Verlage erschienen sind, stets sehr willkommen sein. 

Unter meinen zahlreichen Unternehmungen mache ich ganz besonders 
auf die von den Akademien der Wissenschaften zu Göttingen, Leipzig, 
München und Wien herausgegebene Encyklopädie der Mathematischen 
Wissenschaften aufmerksam, die in 7 Bänden die Arithmetik und Algebra, 
die Analysis, die Geometrie, die Mechanik, die Physik, die Geodäsie und 
Geophysik und die Astronomie behandelt und in einem Schlußband 
historische, philosophische und didaktische Fragen besprechen wird. Eine 
französische Ausgabe, von französischen Mathematikern besorgt, hat zu 
erscheinen begonnen. 

Weitester Verbreitung erfreuen sich die mathematischen und natur- 
wissenschaftlichen Zeitschriften meines Verlags, als da sind: Die Mathe- 
matischen Annalen, die Bibliotheca Mathematica (Zeitschrift für Ge- 
schichte der Mathematischen Wissenschaften), das Archiv der Mathematik 
und Physik, der Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereini- 
gung, die Zeitschrift für Mathematik und Physik (Organ für 
angewandte Mathematik), die Zeitschrift für mathematischen und natur- 
wissenschaftlichen Unterricht, die Mathematisch-naturwissenschaft- 
lichen Blätter, ferner Natur und Schule (Zeitschrift für den gesamten natur- 
kundlichen Unterricht aller Schulen), die Geographische Zeitschrift u. a. 

Seit 1868 veröffentliche ich: „Mitteilungen der Verlagsbuchhandlung 
B. G. Teubner“. Diese jährlich zweimal erscheinenden „Mitteilungen“, die 
unentgeltlich in 30000 Exemplaren sowohl im In- als auch im Auslande 
von mir verbreitet werden, sollen das Publikum, das meinem Verlage 
Aufmerksamkeit schenkt, von den erschienenen, unter der Presse befindlichen 
und von den vorbereiteten Unternehmungen des Teubnerschen Verlags in 
Kenntnis setzen und sind ebenso wie das bis auf die Jüngstzeit fortgeführte 
Ausführliche Verzeichnis des Verlags von B. G. Teubner auf dem 
Gebiete der Mathematik, der Technischen und Naturwissenschaften 
nebst Grenzgebieten, 100. Ausgabe [XLVII u. 272 8. gr. 8], in allen Buch- 
handlungen unentgeltlich zu haben, werden auf Wunsch aber auch unter 
Kreuzband von mir unmittelbar an die Besteller übersandt. 


Leipzie, Poststraße 3. B. G. Teubner. 
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Verlag von B. G. Teubner in Leipzig. 


Abel, Niels Henrik, (Euvres compl&tes. Nouvelle edition publiee 
aux frais de l’Etat Norvegien par MM. L. Sylow et S. Lie. 
2 tomes. 4, 1881. geh. n. NM. 24. — 

Tome premier [VII u. 621 S.], eontenant les me&moires publies par Abel. 
Tome second [IV u. 341 8.], Contenant les m&moires posthumes d’Abel. 

Biermann, Dr. Otto, Professor an der k. k. Technischen Hochschule zu 
Brünn, Elemente der höheren Mathematik. Vorlesungen zur 
Vorbereitung des Studiums der Differentialrechnung, Algebra und 
Fünktienenfheorie. [XH u. 382 8.] gr.8. 1895. geh. n. M 10.— 
in Leinwand geb. n. M ie= 

——— Theorie der analytischen Funktionen. [X u. 452 S.] 
gr. 8. 1887. geh. n. M. 12.80, in Leinwand geb. n. M 14.— 

Böcher, Maxime, Professor an der Harvard-Universität zu Cambridge, 
Mass., V. St. A., über die Reibenentwickelungen der Poten-. 
tialtheorie. Mit einem Vorwort von Felix Klein. Mit 113 
Figuren im Text. [VIII u. 258 8.] gr. 8. 1894. geh. n. M 8.— 

Burkhardt, Dr. H,, Professor an der Universität Zürich, Entwicklungen 
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1904. geh. n. N. OR — [Schluß-Lieferung unter der Presse.] 

Dini, Ulisse, Professor an der Universität Pisa, Grundlagen für 
eine Theorie der Funktionen einer yeränderlichen reellen 
Größe. Mit Genehmigung des Verfassers deutsch bearbeitet von 
Geh. Hofrat Dr. Jacob Lüroth, Professor in Freiburg i. B., und 
Adolf Schepp, weiland Oberleutnant a. D. in Wiesbaden. [xva 
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Durege, Dr. H., weiland Professor an der Universität Prag, Theorie 
der elliptischen Funktionen. Versuch einer elementaren Dar- 
stellung. 4. Auflage. Mit 32 Holzschnitten i im Text. (VIII; u. 394 S.] 
gr. 8. 1887. geh. n. A. 9.—, in Leinwand geb. n. M. 10. 


röchenrheitung von L. Maurer unter der’ eine 
Elemente der Theorie der Funktionen einer kom- 
plexen veränderlichen Größe. Mit besonderer Berücksichtigung 
der Schöpfungen Riemanns. 4. Auflage. [X u. 300 $.] gr. 8. 1893. 
geh. n. M. 6.80, in Leinwand geb. 2. AM. 7.80. 


[Neubearbeitung von L. Maurer unter der Presse.] 

Fricke, Dr. Robert, Professor an der Technischen Hochschule zu Braun- 
schweig, und ‘Geh. Regierungsrat Dr Felix Klein, Professor an der’ 
Universität Göttingen, Vorlesungen über die Theorie der 
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schweig, und Geh. Regierungsrat Dr. Felix Klein, Professor an der 
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Hensel, Dr. Kurt, Professor der Mathematik an der Universität Mar- 
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Vorwort. 


Die Gammafunktion hat für die Entwicklung der modernen 
Analysis eine wichtige Rolle gespielt; denn obgleich diese Funktion 
als eine der einfachsten Transzendenten überhaupt bezeichnet werden 
muß, so ist sie doch so viel komplizierter als die Elementartrans- 
zendente e”, daß sie Eigenschaften besitzt, welche dieser Funktion 
nicht zukommen. 

In der Tat haben die durch Gammafunktionen ausdrückbaren 
Integrale bei der Grundlegung einer strengen Theorie der bestimmten 
Integrale überhaupt eine Rolle gespielt, während die merkwürdige 
Stirlingsche Reihe zum Studium der asymptotischen Darstellungen 
anregte. Vor allem ist aber zu erwähnen, daß die Produktdar- 
stellung von I‘z) die Weierstraßsche Zerlegung der ganzen 
transzendenten Funktionen in Primärfaktoren hervorgerufen hat. 

Wir finden daher, daß die hervorragendsten Analysten aller 
Zeiten nach der Einführung von I(x) diese interessante Funktion 
studiert haben. 

Nach diesen Tatsachen ist es aber sehr merkwürdig, daß seit 
dem Erscheinen des Legendreschen Traite keine einzige Arbeit ver- 
öffentlicht worden ist, welche eine für ihre Zeit vollständige Dar- 
stellung der Gammafunktion versucht hat; denn die recht zahlreich 
vorhandenen Monographien betrachten nur diesen oder jenen Abschnitt 
der Theorie unserer Funktion. Demzufolge herrscht recht häufig 
eine große Unklarheit über die Prioritätsfragen, und mehr als ein 
bedeutender Mathematiker hat Sätze und Methoden, die altbekannt 
waren, wiedergefunden und als neu publiziert. 

Das vorliegende Handbuch, welches das Resultat mehr als 
zwanzigjähriger Studien und Untersuchungen des Verfassers bildet, 
versucht eine der Jetztzeit entsprechende Gesamtdarstellung der 
Haupteigenschaften der Gammafunktion und verwandter Funktionen 
in möglichst elementarer Form zu geben. Um dies fertig zu bringen, 
habe ich die überaus reiche Literatur so sorgfältig, wie es mir 
überhaupt möglich war, durchmustert; dennoch darf ieh natürlich 
nicht behaupten, daß die Quellenzitate in meinem Buche überall die 


VI Vorwort. 


Prioritätsfragen endgültig beantworten. Ähnliches gilt über das 
Literaturverzeichnis; ich hoffe, daß darin alle wichtigeren Arbeiten 
aufgenommen sind, während es wohl möglich ist, daß kleinere Auf- 
sätze mir entgingen. 

Der erste Teil des Buches gibt in elementarer Form, als An- 
wendung der Theorie der analytischen Funktionen und ohne Zuhilfe- 
nahme bestimmter Integrale, die Fundamentaleigenschaften der Gamma- 
funktion und verwandter Funktionen. 

Im zweiten Teile werden die Eulerschen Integrale und die 
bestimmten Integrale elementarer Funktionen behandelt, die sich in 
einfacher Form durch Gammafunktionen ausdrücken lassen. 

Bei der endgültigen Ausarbeitung dieser beiden Abschnitte, die 
wortgetreu meine erste Vorlesung als Dozenten der reinen Mathematik 
an der hiesigen Universität wiedergeben, sind insbesondere zwei 
Arbeiten von durchgreifender Bedeutung für mich gewesen, nämlich 
die schönen Abhandlungen von Pringsheim und Jensen. 

Der dritte und letzte Teil des Buches behandelt die reziproke 
Gammafunktion als Entwicklungsfunktion, indem er die vom Ver- 
fasser entwickelte Theorie der Fakultätenreihen darstellt. In diesem 
Abschnitte findet man wohl die erste vollständige Würdigung der 
tiefgehenden Gedanken, denen schon im Jahre 1730 Stirling Aus- 
druck verlieh. 

Was endlich die Verallgemeinerungen und Analogien betrifft, 
so habe ich dieselben nicht behandelt, weil sie in der Tat von keiner 
wirklichen Bedeutung für die Gammafunktion selbst gewesen sind 
oder sein werden; dagegen findet man die betreffenden Arbeiten im 
letzten Abschnitte des Literaturverzeichnisses angeführt. 

Es ist mir eine teuere Pflicht, Herrn Generalmajor V.H.O. Madsen 
meinen herzlichsten Dank auszusprechen für das freundliche Interesse, 
das er auch der Ausarbeitung dieses Buches entgegengebracht hat, 
und für seine Anregungen und Aufmunterungen während der vor- 
hergehenden schwierigen Untersuchungen und weitläufigen Studien. 

Endlich muß ich vor allem noch der Verlagsbuchhandlung für 
ihr freundliches Entgegenkommen und für die schöne Ausstattung 
des Buches meinen besten Dank aussprechen. 


Kopenhagen, den 7. Oktober 1905. 
Dr. Niels Nielsen. 
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Kapitel I. 


Fundamentaleigenschaften der Funktionen Tx) und 7(x). 


$ 1. Die Differenzengleichung der Gammafunktion. 


Nach Weierstraß!) definieren wir die Gammafunktion I'(«) 
als diejenige Lösung der Differenzengleichung 


) Fe +1)=zFß), 
welche zugleich die Bedingung 

im Fe@+m 
(2) u le 


befriedigt, wo « eine willkürliche endliche Größe bedeutet, während 
n als positive ganze Zahl anzusehen ist. 

Um nun die Differenzengleichung (1) vollständig aufzulösen, 
ist es nur notwendig, eine einzige partikuläre Lösung dieser Gleichung 
zu kennen. Es seien nämlich F,(x) und F,(x) zwei willkürliche 
Lösungen von (1), dann muß ihr Quotient eine in x periodische 
Funktion mit der additiven Periode + 1 sein; denn man hat ver- 
möge (1): 

F,@+2 _ePR@ _PR@), 
F&e+l) aFR@) F@ 


Bezeichnet umgekehrt &(x) eine in & periodische Funktion mit 
der additiven Periode + 1, ist also 


8) o(@+1)= ol), 

und bedeutet F\(x) irgend eine Lösung von (1), so ist offenbar 
auch die Funktion 

(4) F,(@) = o(e)- F(@) 


eine Lösung derselben Gleichung. 


1) Journal für Mathematik Bd. 51, p. 36; 1856. Abhandlungen aus der 
Funktionenlehre p. 229; 1886. Werke Bd. I.p. 194. 
Weierstraß definiert die Funktion Fe(x) = 1: T'(x); seine Bedingung 
F.(1) = 1 ist nicht notwendig. 
1* 
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Nun ist eine direkte Auflösung von (1) nicht ganz einfach; es 
scheint uns daher angemessen, zunächst eine einfachere Gleichung 
aufzulösen. Zu diesem Zwecke bezeichnen wir mit %(x) eine in x i 
differentiierbare Lösung von (1), deren Existenz wir augenblicklich 
beweisen wollen, und führen wir die neue Funktion 


B) &(2) = D, log 3(«) 
ein, für welche wir vermöge (1) die einfachere Differenzengleichung 
1 
(6) Deck 200 
finden, die sehr leicht aufgelöst werden kann. 
Die Funktion — = ist zwar nicht „summierbar“, wohl aber 


ist es die andere Funktion ( 


daß die Funktion 


und somit ergibt sich, 


1l 1 ) 
s+1 2-43)’ 
s—=@ 


7) Sa) - I (1-2) 


S==0 


sicher eine Lösung von (6) ist; die allgemeinste Lösung dieser 
Differenzengleichung läßt sich demnach folgendermaßen darstellen: 
(8) Ga) = Öle) + ol), 

wo o(«#) der Periodizitätsbedingung (3) Genüge leistet, sonst aber ganz 
willkürlich angenommen werden darf. 

Die durch (7) definierte Funktion ®(x) hat offenbar in den 
Punkten 0, —1, —2, —3,:- : einfache Pole mit dem Residuum 
— 1, ist sonst aber für jeden endlichen Wert von x eine analytische 
Funktion dieses Argumentes. Aus (7) findet man weiter: 


0) SHd)=0 
und, wenn p eine positive ganze Zahl bedeutet: 
(10) G(p- Den a 


P 
Nach dem vorhergehenden läßt sich die Funktion ®&(1+ x) 
also in eine Potenzreihe entwickeln, die im Innern des Kreises 


at konvergiert; setzt man der Kürze halber: 
1 1 sh 

11 = Werne 

(11) Se a ie a N 


wo n eine ganze Zahl und größer als 1 ist, so findet man ohne 
Mühe aus (7) folgende Entwicklung: 
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(12) Sa Das; 


unter derselben Voraussetzung über |x| fließt dann aus (12) die 
neue Entwicklung: 


= r—=a@a (— ER " 
(13) sa + Dda N He ren 
v 


r=V(0 


Die Potenzreihe rechter Hand in (13) ist für 2 — 1 konvergent; 
man hat nämlich offenbar: 
1 1 1 Bir 1 
(2 ee 1% A (oP ar 2)" ur&Qaar (2? Er Die 5 9pn ja“ gpn — 1) 


und somit auch wegen (11): 


(14) Seel 


1 1 
Da Pre 


y 


setzt man daher der Kürze halber: 


so folgt aus (14) die Ungleichung: 


ABER 
8.<25 . re 


und es ist demnach möglich, eine ee nd ganze Zahl N 
so zu bestimmen, daß für alle positiven ganzen Werte von p immer 


IR,„I<e 


ist, wo & eine vorgegebene positive Größe von beliebiger Kleinheit 
bedeutet, wenn nur n> N vorausgesetzt wird; das heißt, die 
Potenzreihe rechter Hand in (13) konvergiert für 2=1. 

Nach diesen Erörterungen ergibt ein bekannter Satz von Abel!) 
die numerische Gleichheit: 


1 2 N 
(15) Joa + a)da - [taz - =: 
r==2 


ein Resultat, das uns bald sehr nützlich sein wird. 


1) Man vergleiche zum Beispiel Rausenberger, Lehrbuch der Theorie 
der periodischen Funktionen p. 84; Leipzig, Teubner 1884. Julius Petersen, 
Vorlesungen über Funktionentheorie, p. 133—139; Kopenhagen 1898. Der Be- 
weis ist von Lejeune-Dirichlet, aber erst 1862 nach seinem Tode von 
Liouville im Journal de Math. (2) Bd. 7, p. 253—255 veröffentlicht worden. 
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$ 2. Die Eulersche Konstante. 
Die in $ 1, (7) eingeführte Funktion ©(x) besitzt eine merk- 
würdige Eigenschaft, die sich uns noch eigentümlicher darstellt, wenn 
wir die rationale Funktion 


(1) ®,(«) I 


in Betracht ziehen, in der n eine positive ganze und endliche Zahl 
bedeutet, und aus der unmittelbar der Grenzwert 


(2) lim 6,@) = &@) 


-) 


folgt. Beachtet man weiter die Identität: 


1 ee il 1 
ct+ps-+r » ae 
und setzt man darin der Reihe nach 
s=0, 1,2, 3, --,„n-]; 


dann aber in jeder der so erhaltenen Gleichungen nacheinander 
r=(0, 1,23, 2.289 A 


so liefert die Addition aller so erhaltenen Formeln eine Identität 
von folgender Form: 


? 


De 


(3) 5,027 287) +4 


wo A eine von & unabhängige Konstante bedeutet; denn mit den 
obigen Werten von s und r muß offenbar die Zahl (ps + r) die 
ganze Zahlenreihe 
0, 1, 2, 3, u N Del 
einmal, aber auch nur einmal durchlaufen. 
Um nun den Wert der Konstante A zu bestimmen, setzen wir 


in (3) <= oo und erhalten dann, vermöge der aus (1) fließenden 
Identität 


1 1 1 1 
(4) See 
folgende Bestimmung von A: 
1 1 1 
8) A=, are A 
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damit haben wir folgende merkwürdige Identität: 

er c+r a ı 

0 Weider 
0 1 


bewiesen. Läßt man nunmehr in (5) die positive ganze Zahl » über 
jede Grenze hinauswachsen, während p endlich und bestimmt bleibt, 
so liefert die Definition des bestimmten Integrales den Grenzwert: 


ne p 
e RT ı 1 dx 

lim A = lim > 0 
ın=®» De le 1 


und somit erhalten wir aus (6), vermöge (2), die neue Formel: 


() so, D6(- ) + log p. 


Aus (7) kann man nun ohne Mühe einen weiteren Grenzwert 
herleiten, der uns noch späterhin unentbehrlich sein wird; setzt man 
nämlich in (7) 2=p+1, so findet man wegen $1, (10) für die 
Differenz: 


1 1 1 1 
(8) a 


den Ausdruck: 
r—=» 
©) Pe} 


aus dem deutlich hervorgeht, daß ©, immer positiv sein muß; denn 
die Definition $ 1, (7) zeigt unmittelbar, daß &(x) positiv ist, wenn 
x größer als 1 vorausgesetzt wird. 

Läßt man jetzt in (9) die positive ganze Zahl p über jede 
Grenze hinauswachsen, so ergibt sich gemäß der Definition des 
bestimmten Integrales hinwiederum folgender Grenzwert: 


(10) lim 0, = BASIOLEE 


bezeichnet man also der Kürze halber durch CO den Grenzwert linker 
Hand in (10), das heißt, setzt man 


(11) O-im +, +7 + +, len) 


p—=w» 


so folgt aus (10) und $ 1, (15) die Formel von Euler): 


1) Novi Commentarii Academiae Petropolitanae, Bd. 14, p. 157; (1769) 
1770. Nova Acta Academiae Petropolitanae, Bd. 2, p. 9; (1784) 1788. 
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ra 


12) Der 


r—=2 


aus der unter Anwendung der bekannten Reihe 


die etwas rascher konvergierende Entwicklung: 


(13) C+lg2-1- VON (1-5) 


folgt, die ebenfalls von Euler!) herrührt. Wir werden später in 
$S$ 14, 33 für © Reihenentwicklungen herleiten, welche noch viel 
rascher als (13) konvergieren. 

Die so definierte positive Zahl © wird gewöhnlich die Euler- 
sche Konstante genannt, weil Euler?) sie zum ersten Male in die 
Analysis eingeführt hat. 

Die Natur der Konstante C ist uns noch ganz verborgen; wir 
wissen nicht, ob diese Konstante eine algebraische oder eine trans- 
zendente Zahl ist, und es ist bisher nicht gelungen, © durch be- 
kannte transzendente Zahlen wie zum Beispiel x, e oder Logarithmen 
unter endlicher Form auszudrücken. Dagegen kennt man sehr out 
den numerischen Wert von ©; die näher ıngsweise Berechnung dieser 
Zahl läßt sieh mittels der Definition (11) und unter Anwendung 
der Eulerschen (Maclaurinschen) Summenformel durchführen. ?) 

Eulert) gibt C auf 16 Dezimalstellen an, von welchen jedoch 
die letzte unrichtig ist; Mascheroni?) rechnet bis zu 32 Dezimal- 
stellen, von welchen indessen die letzten 13 unrichtig sind. 


1) Novi Commentarii Academiae Petropolitanae Bd. 14, p. 158, 159; 
(1769) 1770. 

2) Commentarii Academiae Petropolitanae, Bd. 7, p. 157; (1734—35) 1740. 
Institutiones caleuli differentialis, p. 144; 1755. 

3) Man vergleiche z. B. Petersen, Vorlesungen über Funktionentheorie, 
p. 164; Kopenhagen 1898. Über die älteste Literatur G. Eneström, Öfversigter 
der Stockholmer Akademie Bd. 36, Nr. 10, p. 3—17; 1879. 

4) Acta Acad. Petrop. 1781, II, p. 46. Nova Acta Acad. Petrop. Bd. 4, 
p. 3; (1786) 1789. 

5) Adnotationes ad. cale. int. Euleri, 1790. Der unrichtige Wert von C, 
welchen Mascheroni angibt, kommt bei mehreren Autoren vor, so z. B. bei 
Bessel im Königsberger Archiv; 1812, p. 4, Lacroix im Traite du caleul 
ditferentiel et integral Bd. III, p. 521. Soldner gibt in Theorie et tables d’une 
nouvelle fonetion transcendante p. 13 einen neuen und richtigen Wert von ( an. 
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Gauß!) hat CO bis auf 23 Dezimalstellen berechnet; da dieser 
Wert von demjenigen von Mascheroni abweicht, hat Gauß Nicolai 
veranlaßt, jene Berechnung zu wiederholen und weiter fortzuführen; 
Nicolai?) gab dann C bis auf 40 Dezimalstellen an. 

Oettinger?) nahm die näherungsweise Bestimmung von Ü wieder 
auf und fand 43 Dezimalstellen. Der nächste Berechner war Shanks‘); 
er gab 70 Dezimalstellen an, von welchen jedoch die letzten 21 
unrichtig waren. 

Glaisher°) machte auf den Fehler von Shanks aufmerksam und 
berechnete für C die ersten 100 Dezimalstellen. Shanks‘) hat 
dann seine Rechnung wieder aufgenommen und Ü bis auf 110 Dezi- 
malstellen angegeben, von welchen, wie von Adams’) nachgewiesen 
ist, die letzten 7 unrichtig sind. Adams°) hat endlich C bis auf 
263 Dezimalstellen angegeben, von denen die ersten 50 lauten: 


C=0.517721 56649 01532 86060 65120 90082 40243 
10421 59335 93992. 


S3. Allgemeine Auflösung der Differenzengleichung $ 1, (1). 
Nachdem wir die Funktion ©(x) und die Eulersche Kon- 


stante ( eingeführt haben, gehen wir nunmehr zur vollständigen 
Auflösung der Differenzengleichung $ 1, (1) über. Zu diesem Zwecke 
bemerken wir, daß die Reihe rechter Hand in $1, (7), das heißt, 
die Reihe: 


Ss—c” 


Ga) EN E5 , 


für jeden endlichen Wert von &, der nicht gleich Null oder einer 
negativen ganzen Zahl ist, unbedingt und gleichmäßig konvergent 
ist; diese Reihe darf daher nach x gliedweise integriert werden, 
falls der Integrationsweg endlich ist und durch keinen der oben ge- 


nannten Pole geht. 


1) 2) Comment. Gott. Bd. 2, p. 36; 1812. Werke Bd. III, p. 154. Deutsche 
Ausgabe p. 43. 

3) Journal für Mathematik Bd. 60, p. 375—377; 1862. 

4) Proc. of the Royal Soc. London, Bd. 15, pp. 429—431, 431—432 (1867); 
Bd. 16, pp. 154, 299—300 (1868); Bd. 18, p. 49; 1869. 

5) Proceedings of the Royal Society of London, Bd. 19, p. 514—524; 1871. 

6) Ebenda Bd. 20, p. 27—34; 1872. 

7) 8) Ebenda Bd. 27, p. 88—94; 1818. 
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Es sei nun &(x) eine in x periodische Funktion, die von 0 
bis x integrierbar ist, mit der additiven Periode + 1; für die Funktion: 


(x) (a (a) dx 


findet man dann die Funktionalgleichung: 
o(@+l))=o(X)+K, 
wo K eine von @ unabhängige Konstante bedeutet, oder mit anderen 
Worten: @,(@) — K- x» ist wiederum eine in « periodische Funktion 
mit der additiven Periode + 1. 
Setzt man daher: 


log F(x +1) -/8( +2)da+K-(@ +1), 
0 


oder, was offenbar dasselbe ist: 
1) lgFe&+1) =>. T N log (1 auch Rs 5) Rear 1), 


so muß es möglich sein, über die Konstante A derart zu verfügen, 
daß F'(x) eine Lösung der Differenzengleichung $ 1, (1) wird; somit 
läßt sich vermöge $ 1, (4) die allgemeinste Lösung dieser Gleichung 
durch folgende Formel darstellen: 

s—=o® 


(2) Fe) = - ie; ©(x) "11 


s—=1 


wo @(x) eine in « periodische Funktion mit der a Periode 
+ 1 bedeutet, während wir den Wert von A erst noch zu be- 
stimmen haben. 

Zu diesem Zwecke setzen wir der Kürze halber: 


a IL. 
n 
s—l 
woraus: =n—1 - 
N e3 eKz eK s 
a De Fe 0 < ad 
$—= 


oder, was dasselbe ist: 
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folgt; nun ist aber, wie wir eben gesehen haben, die Summe: 


s=n—1l 


in — log(1 j) 


—=1 


immer, auch wenn n über jede Grenze hinauswächst, eine endliche 
Zahl, und man findet somit aus (3): 


1 
a +Dd- ——- er Ta: %,@), 
Ki 


wo 0, die in $2, (8) definierte positive Zahl 


-(4 + & : ++ —log.n) 


bedeutet. Setzt man daher = — (0, + ER so findet man, daß die 
Funktion: 


FE n—1l — 


3) = E +2 ® 


der Funktionalgleichung: 
W 
8) a+1)=2. 5) 2% 


genügt. Damit ist wegen (2) der Satz bewiesen: 

Es sei O die Eulersche Konstante, während o(x) der Periodizi- 
tätsbedingung @(& + 1) = o(x) Genüge leistet, sonst aber ganz will- 
kürlich angenommen werden darf; dann läßt sich die allgemeinste 
Lösung der Differenzengleichung $ 1, (1) folgendermaßen darstellen: 


et? er Pr} 
( F@-o@..]]-z 
ai 
Führt man in (4) den Ausdruck für CO, ein, so findet man eine 
weitere Darstellung von %,(#): 
i 1-.2:3...n— 1b)-n” 
“D I) ze jard. tn =i) 


wo 


N® — e?logn 


zu setzen und der positive Wert von log n zu benutzen ist; aus 
(6) und (4) findet man endlich den Grenzwert: 


(8) Fa) — 0(a) - im 3,0%) 
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$ 4. Die Gamma- und Betafunktionen. 


Es ist nun sehr leicht, über die in $ 3, (6) auftretende willkür- 
liche Funktion @(z) so zu verfügen, daß F(x) mit der Gamma- 
funktion zusammenfällt, daß also auch die Bedingung $ 1, (2) be- 
friedigt wird. 

Bedeutet nämlich n eine positive ganze Zahl, die vorläufig als 
endlich vorausgesetzt werden mag, so hat man wegen $ 1, (1) unter 
Anwendung der Formel $ 3, (7) die Identität: 

F@+n Hs) 2er ern 2 re 
(n — 1)!n” (n — I)! m” Boa)” 
aus der nach $ 3, (8): 
im ZeEM, _ 00) 


(n — 1)!n® 


n=a 


folgt, so daß $ 1,(2) unmittelbar o(x) =1 ergibt. Somit finden 
wir für die Gammafunktion die Produktdarstellung: 


»|® 


(1) I(&)= 


% 
s=ı 1 + E35 
oder auch unter Anwendung von $ 3, (7), (8) den Grenzwert: 


2 : : 1:2-3... mn — 1): n? 
2) a 

Von diesen beiden Darstellungen für T’(z) ist die erste von 
Schlömilch') und kurz nachher von Newman?) gefunden worden; 
aber erst Weierstraß hat die funktionentheoretische Bedeutung 
dieser Produktdarstellung in das rechte Licht gestellt, indem er sie 
zum Ausgangspunkt für seine Zerlegung ganzer transzendenter Funk- 
tionen in Primärfaktoren genommen hat. 

Die Formel (2) ist in etwas anderer Form schon von Euler°) 
gegeben, später aber von Gauß?) wiedergefunden worden. 

Die Funktion I'‘(z) ist von Euler in die Analysis eingeführt 
worden; leider hat er aber die Produktdarstellung zu schnell liegen 
lassen, um die entsprechende Integraldarstellung zu untersuchen; aus 
dieser Integraldarstellung für I(x) stammt offenbar der noch heute 


1) Grunert Archiv, Bd. 4, p.171; 1844. Analytische Studien, I, p45; 1848. 

2) Cambridge and Dublin math. Journal, Bd. 3, p. 57—60; 1848. 

3) 1729. Correspondance math. et phys. Bd. I, p. 2. 

4) Comment. Gotting. Bd. 2, p. 25—26; 1812. Werke, Bd. III, p. 145; 
Deutsche Ausgabe, p. 37—38. 
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recht häufig gebrauchte Name zweites Eulersches Integral. Die 
Bezeichnung I'(x) und der daraus fließende Name Gammafunktion 
rührt dagegen von Legendre!) her. Gauß braucht die Bezeich- 
nung /I(«), und es ist bei ihm: 


Ic)=I(c +1). 
Wie zuerst Euler?) und später Gauß°) und Schlömilch‘) 


bemerkt haben, läßt sich die Formel (2) auch folgendermaßen dar- 
stellen: 


s=@ 


1 (s + 1)? 
Ö rw: I] —- 
2 II lc s) 


Aus (2) findet man unmittelbar: 


(4) Li) -.l, 
woraus, wenn p eine positive ganze Zahl bedeutet: 
(5) Tp+D=1:2-.3...p=p! 


folgt. Unter derselben Voraussetzung für p findet man aus $3, (7) 
den Grenzwert: 


lim (2 + P)5,() =) ee Be a) 
ED. 


p! nP 


und daraus den Satz: 

Die Gammafunktion hat in 0 und den negativen ganzen Zahlen 
einfache Pole, und das Residuum der Pole — p ist gleich (— 1)P : p!. 
Sonst ist I'(x) in der ganzen x-Ebene eine in x analytische Funktion, 
welche niemals den Wert Null annehmen kann. 

Aus (1) folgt noch der Satz: 

Die Funktion 1: I'(x) ist eine ganze transzendente Funktion vom 
Genre 1 und mit einfachen Nullstellen in Null und den negativen 
ganzen Zahlen. 

Aus den Definitionen (1) und (2) für I(«) ist es sehr leicht, 
eine interessante Beziehung zwischen den Funktionen I'x) und 
sin xx herzuleiten; man findet nämlich aus $ 3, (7) die Produkt- 
formel: 


1) M&moires de l’Institut de France, Bd. 10, p. 476; 1809. 

2) Correspondance math. et phys. Bd. I, p. 1; 1729. Institutiones caleuli 
integralis Bd.IV, p. 105; 1794. Institutiones calculi differentialis, p. 834; 1755. 

3) Commentationes Gottingenses Bd. 2, p. 26. Werke, Bd. III, p. 146. 
Deutsche Ausgabe, p. 32. 

4) Analytische Studien, I, p. 47; 1848. 
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1 s-en-—l 1 

N 
.ul-)=- 2 I ns 
ae 
$ 

daraus folgt gemäß (2) die gesuchte Formel: 
(6) T«)T1-20)= 
welche man Euler!) verdankt. 


Beachtet man, daß T'(&) für positive Werte von x selbst positiv 
sein muß, so findet man aus (6) das numerische Resultat: 


(7) De) 
das gemäß (2) als eine unmittelbare Folge des Produktes von 
Wallis angesehen werden kann; die Formel (7) rührt gleichfalls 


von Euler?) her. 
Aus den Definitionen für %,(2), nämlich: 


7 
sinnzz ?’ 


T sen—l 
1:-2:3..-m— 1): n” e Int 2 


3,(8) = za+D@+Y- a4) = : +2 


leitet man endlich unmittelbar, vermöge der Definition eines kon- 
vergenten unendlichen Produktes, den folgenden Satz her: 

Es bedeute x eine endliche Größe, welche weder O noch eine ne- 
gative ganze Zahl sein darf; danm ist es möglich, eine positiwe ganze 
Zahl N so zu bestimmen, daß: 

(8) ı Ta) - Sl) i<e 
wird, wo & eine vorgegebene positive Größe von beliebiger Kleinheit 
bedeutet, während n > N angenommen würd. 

In früheren Zeiten spielte das sogenannte erste Eulersche Integral 
B(&, y), welches von Binet?) die Betafunktion genannt wurde, das 
heißt, die Funktion: 


LT 
(9) Bo) ar 


eine hervorragende Rolle; für die Betafunktion findet man aus (9) 
ohne Mühe die Fundamentalformeln: 


10) B(ay)=B(y,»), B(@+1,y)= —- - B(&, y) 


°+Y 


1) Institutiones calculi integralis, Bd. IV, p. 105; 1794. Novi Comment. 
Acad. Petrop. Bd. 16, p. 136; (1771) 1772. 

2) Novi Commentarii Acad. Petrop. Bd. 16, p. 111; (1771) 1772. Inst. 
calc. integr. Bd. IV, p. 87; 1794. 

3) Journal de l’Ecole Polytechnique, cahier 27; 1839. 
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und mittels (6) die spezielle Formel: 
(11) Ba, 1—-x)= 


Obgleich schon Euler!) die Formel (9) angegeben hat, be- 
trachtete man doch die Betafunktion noch lange als independente 
Funktion und leitete mittels (10) zwischen Betafunktionen eine 
große Menge von Beziehungen her, die sich häufig nach einer An- 
wendung von (9) in reine Trivialitäten auflösen; man vergleiche 
z. B. die klassischen Arbeiten von Legendre und Binet oder 
sogar von Euler selbst. 


sin ax 


$ 5. Die Funktionen P(x) und P(«). 
Für die Funktion: 
(1) (a) = D,log Te) 
findet man aus $ 4, (1) unmittelbar die Entwicklung: 


@) 7(e) - 04 I (er rn 


während . die Definition der Gammafunktion für P(x) die Funk- 
tionalgleichung: 


(8) Po+l)=—+ 2a) 
liefert. Speziell findet man aus (2) die numerischen Resultate: 
(4) vd) —C- 21082, 
5) ri)-—-0 
und, wenn p eine positive ganze Zahl bedeutet: 
et 1 
(6) I an 
Wendet man noch die Eulersche Formel $ 4, (6) an, so wird: 

(7) 1—a)— Pla)=ncone, 
während die Produktdarstellung $ 4, (2) den Grenzwert: 

& 1 1 1 


liefert. Was die independente Definition von #(x) betrifft, so be- 
weist man ohne Mühe den Satz: 


1) Novi Comm. Acad. Petrop. Bd. 16, p. 136; (1771) 1772. Inst. calec. inte- 
gralis Bd. IV, p. 93; 1794. 
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Die Funktion P(x) ist durch die Differenzengleichung (3) mit 
der Nebenbedingung: 


(9) lim (Po +n) : - : er or) C 


vollkommen definiert; in (9) bedeutet n eine positive gamze Zahl, 
während x eine willkürliche endliche Größe ist. 

Wir bemerken endlich, daß sich die Definition (1) auch fol- 
gendermaßen schreiben läßt: 


(10) D,I(«) = Te): Fe), 
woraus sich die analoge Formel: 
1 Nee) 
un 2,76)" Te | 
ergibt. Wir führen schließlich noch die (x) ähnliche Funktion: 
S=X = 1 5 
(12) Bo 
s=0 


ein, aus der wegen (2): 

(13) 9-3 (r v(})) 
folgt; aus (7) ergibt sich ferner die ähnliche Formel: 
(14) Pe) HB) nn 


während (12) unmittelbar die numerischen Resultate liefert: 


1 


(15) B)-lg2, Bl5)-7 


Was die independente Definition von ß(x) betrifft, so beweist 
man leicht den folgenden Satz: 


Die Funktion B(x) ist durch die beiden Formeln: 
1 
(16) a Nun P(«) = 0 


vollkommen definiert. 


Wir bemerken endlich, daß eine Kombination von (13) und 
$ 4, (9) die Formel gibt: 


(17) i B(«) rs D; log B (>; 3) ’ 


oder, was offenbar dasselbe ist: 


(18) D,B(5, 5)--B(S, 3): B@). 
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Die Funktion ß(x) ist schon von Stirling!) betrachtet worden, 
während (x) zuerst, und beinahe zu gleicher Zeit, von Legendre?), 
Poisson?) und vor allem von Gauß*) untersucht worden ist. re) 
tritt hier und da in der mathematischen Physik’) auf, ebenso seine 
erste Ableitung). 


$ 6. Das Multiplikationstheorem von Gauß. 


Berücksichtigt man, daß sich die Funktion (x) von der in 
$ 1,(7) eingeführten Funktion &(z) nur um eine Konstante unter- 
scheidet, so findet man vermöge $ 2, (7), daß: 

sen-—l 
(1) Pie) > e3 (> ’E) + log n 

s=0 
sein muß; somit liefert $ 5, (1) für die Gammafunktion die Mul- 
tiplikationsformel: 


® rar. []rCH), 


wo K eine von x unabhängige Konstante bedeutet. 
Um den Wert von K zu bestimmen, setzt man in (2) x =1, 
woraus: 


sen-—l 
1=-»nK: I [FC 
s=1 
oder, was dasselbe ist: 


lenK- ITrt-3) 


folgt; die Multiplikation der beiden letzten Gleichungen ergibt sonach 
wegen $ 4, (6): 
s=n-—1l 


ST W 
a -I.2 KR’ = | | sin — — - 
W on—1 


s=1 


1) Methodus differentialis, p. 27; 1730. 

2) Memoires de l’Inst. de France 1809, p. 502. 

3) Ebenda 1811, pp. 57, 257. 

4) Comment. Gotting. Bd. 2, p. 34 ff. Werke: Bd. III, p. 153 ff. Deutsche 
Ausgabe p. 42 ff. 

5) Kirchhoff in Journal für Math. Bd. 59, p. 110; 1861. Jude in Phi- 
losophical Magazine (5) Bd. 46, p. 254—258; 1898. 

6) Hicks in Report of Brit. Assoc. for the Advancement of Science; 1878. 
P. Blaserna in Accad. dei Lincei Rendiconti (5) Bd. 4, p. 271—283; 1895. 


Nielsen, Theorie der Gammafunktion. 2 
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Da K offenbar positiv sein muß, so wird: 


(3) T‘(x) = n = II T (“= *) 


bewiesen, die man Gauß!) verdankt; es ist wie gewöhnlich: 


N — et log n 


zu setzen, wo man für log» den reellen Wert zu nehmen hat. 
Für <= 1 war die Formel (3) übrigens schon Euler?). bekannt. 
Das Multiplikationstheorem (3) ist später von mehreren Autoren, 
z. B. von Legendre°), Crelle®), Cauchy°), Lejeune-Dirichlet‘) 
und Sonin”) bewiesen worden. 
Offenbar ist die Gaußsche Formel (3) als eine Verallgemeine- 
rung der elementaren Formel: 


(4) nee I] din Sms 
s=0 

anzusehen, die von Euler°) herrührt; um (4) zu erhalten, braucht 
man in der Tat nur in (5) 1— x für x einzuführen; vertauscht man 
dann die Faktorenfolge rechter Hand, so gibt eine Multiplikation 
der beiden so erhaltenen Formeln unmittelbar (4). 

Wir werden in $ 76 noch eine Verallgemeinerung des Gauß- 
schen Multiplikationstheorems, und zwar unter Anwendung eines 
bestimmten Integrales, herleiten. 


1) Comment. Gotting. Bd. 2, p. 30; 1812. Werke, Bd. III, p. 149—150. 
Deutsche Ausgabe, p. 44—47. 

2) Opera posthuma Bd. I; 1860. Darboux Bulletin (2) Bd. 4 
Laecroix, Traite de cale. diff. et integr., Bd. III, p. 480; Paris 1819. 

3) Exercices de calcul integral, Bd. II, p. 23; 1817. Traite des fonct. 
ellipt. et des integr. Euleriennes Bd. II, p. 445; 1826. 

4) Journal für Mathematik, Bd. 7, p. 375; 1831. 

5) Exereices de Math. II® annee, p. 91—92; 1827. Exereices d’Analyse et 
de la Physique math. Bd. II, p. 407—408; 1841. 

6) Journal für Mathematik Bd. 15, p. 258—263; 1836. Werke, Bd. I, 
p. 273— 278. 

7) Bulletin de la Soc. Math. de France, Bd. 9, p. 162—166; 1880. 

8) Introductio in Analysin infinitorum, art. 240. 


; 1880. 
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Für n=2 findet man aus (3) die speziellere Formel: 


927 


u. TOr@+9), 


(8) 122) = 


welche Legendre!) angehört und sehr häufig in den Anwendungen 
der Gammafunktion auftritt. 
Die Funktion f(x) hat offenbar auch ihr Multiplikationstheorem; 
c-+1 
2 


und 


setzt man in (1) 2» +1 für n und dann nacheinander 


> statt x, so findet man in der Tat wegen $ 5, (13), daß: 


s=2n 
Br Dre.) Fler) 
s=( 


sein muß, woraus nach einer einfachen Reduktion die gesuchte 


Formel: 
s=2zn 


Be) = 2 We) 


folgt. Aus (5) wollen wir noch zwei bemerkenswerte Identitäten 
herleiten; erstens setzen wir in der genannten Formel statt x der 
Reihe nach 


. ge? 
die Multiplikation der so erhaltenen » Gleichungen gibt dann die 


Formel: 
il x 
gr(a-21-") = s=n I' (5 4 =) 


2 er 


oder, was offenbar dasselbe ist: 


I) = 


) re, 


gl 


daraus folgt, indem man n über jede Grenze hinaus wachsen läßt: 


BET EURE 
(8) Ic + ee 


s=t 


Die beiden Formeln (7) und (8) verdankt man Knar?). 


1) M&moires de l’Institut de France, 1809, p. 485. 
2) Grunert Archiv, Bd. 41, p. 359—360; 1864. 
9*F 
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Aus (5) und der Definition von B(z, 4) ergibt sich die andere 
Identität: Y 
T(2x) 


2z—-1 
2 


Ka)=VB(a 3): 


aus der ähnlich wie vorher die (7) ähnliche Formel: 


Ve) en Ka 
© Ta) - -Ilvsee%, H 


ons 1+2 7% 
2 sl 


folgt. Endlich findet man aus (1) und der Definition von f(x), daß: 
B22) + Pla) = Pl2x) — log2 


sein muß; daraus folgt die mit (9) beinahe identische Formel: 


(10) > ß(2’x) = P(2"x) —nlog2 — Pix). 
s-l 


Wir werden in Kapitel VII Formeln entwickeln, welche es 
uns möglich machen, die positive ganze Zahl rn in (9) und (10) 
über jede Grenze hinauswachsen zu lassen. Die so erhaltenen Ent- 
wicklungen finden sich in $ 38, (12) und $ 39, (9). 


S 7. Satz von Gauß über 2 und B(*)- 


Gauß!) hat auch für den Zahlenwert Ei ‚ wo 7 einen 
( 
rationalen Bruch bedeutet, einen interessanten Satz gegeben, für 
welchen wir hier einen von Jensen?) herrührenden eleganten Beweis 
mitteilen wollen. Um die obenerwähnten Funktionenwerte zu unter- 
suchen, können wir uns gemäß der Differenzengleichung $ 5, (3) 
auf denjenigen Fall beschränken, wo das Argument p:g ein posi- 
tiver echter Bruch ist. 
Wir haben somit die unendliche Reihe: 
s=& 
4 1 q 
> re) 
( \q sti 2»+9s 
s=0 
zu untersuchen, in welcher p und g positive ganze Zahlen bedeuten 
und p <q vorausgesetzt werden soll. 


1) Comment. Gotting. Bd. 2, p. 33—34; 1812. Werke, Bd. II, p. 155—156. 
Deutsche Ausgabe, p. 44—47. 


2) Nyt Tidsskrift for Mathematik, Bd. 2B, p. 52—54; 1891. 
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Setzt man der Kürze halber: 


BE (eure, 
s=0 


so ist diese Potenzreihe in # sicher für || <1 konvergent; da sie 
indessen auch noch für = 1 konvergiert, wie dies deutlich aus (1) 
hervorgeht, so ergibt sich aus dem Satz von Abel: 


PR ) 
(8) + w(t) N) 
Aus (2) findet man aber: 
(4) Su= 1° Bel U) — 8, 
worin 
so gp +98 
(8) 3-4 De 


gesetzt worden ist; ferner ist, falls |2|<1 angenommen wird, 
während r eine ganze Zahl bedeutet: 


ARTEN GE, Ira s=n ( al 
(6) er ) ee ur SSR RHAE 
endlich wird: ne 
re 
PAzEET 


je nachdem der Exponent s—p durch 9 teilbar ist oder nicht. 
Setzt man also in (6) r=0,1,2,3,:--,9— 1, so liefert die Addi- 
tion aller so erhaltenen Gleichungen für S,(f) den Ausdruck: 
GEBIETE Irzi 
SÖ=--De 2 ae 2 Jh 


r=0 


daraus folgt wegen (4): 
r=9-1_2prai 


a Ben Irni 
Ssy=—1.lg(l + De 2 A RE q ), 


=0 


oder, was dasselbe ist: 


Kr 2rrti 
Sc) = — 1”? . log er +2 a log (j — ta. N) 


— (2 Dog (1 d). 
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Läßt man nun in dieser Formel t gegen + 1 konvergieren, so 
erhält man nach (3): 


r=q9g-1 2prri 


w(P)+C=—lgg+ Ye 1g(1-e * ) 


und daraus, indem man q — p statt p setzt und dann die beiden so 
erhaltenen Gleichungen addiert: 


(7) w(?)+ w(1- 7) +20=— 210g 


4 ID er log (1 - ei ; 
r=1 


Die Summe linker Hand ist aber offenbar reell; da nun: 


Irni 5 i en j BET 5£ 
er cos 7 in "r—2sin Zr, :) 5 
dahe: 
] (1 nr) 1 1 9 2 2rz Stat 7 
og\l —e = os ( — cos )+il7 5 +202), 


so findet man schließlich vermöge (7) und unter Anwendung von 


$ 5, (7) den Ausdruck: 


(2) ——-C-1logg-5.cotgl7 
r=g-1 
+42 cos er, - log (2—2 cos ==), 


oder, indem man die Glieder der Summe rechter Hand in um- 
gekehrter Reihenfolge schreibt und dann die beiden so erhaltenen 
Gleichungen addiert: 


(8) y (2) —— (Ü—-logq— - . cotg = 
Zus 
Sr con 2rE arp 
+ Co log (2 — 20s ae 
r=1 


wo der Akzent nach dem Summenzeichen bedeutet, daß das letzte 
Glied für gerade q zu halbieren ist. 


Beachtet man noch die aus $ 5, (13) folgende Identität: 
p+4 p 
2) re) 
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so ergibt sich aus (8) nach einer einfachen Reduktion die ähnliche 
Formel: 


m 
) BH)- a (2 — 2005 +9). 


Die Integraldarstellungen des $ 68 gewähren uns ein Mittel, um 
die beiden Formeln (8) und (9) ebenso elementar, aber von einem 
ganz anderen Gesichtspunkte aus herzuleiten. 


$ 8. Über I(u + iv) für reelle u und v. 


Um die Funktion I’(u + iv), wo u + iv eine gewöhnliche kom- 
plexe Variable bedeutet, zu untersuchen, gehen wir von der Produkt- 
formel $ 4, (1) aus. Wir finden zunächst: 


(1) log I(u + iv) = — C -(u + iv) — log (u + iv) 


s=@ Rn N Hi 
U z iv 1 Se )): 


Es ist aber offenbar: 


log (1 u IE = log (1 Ah -) + log (1 Ar u) 


und: 


ww il v 
log (1 + ” =E .) = F2 log (1 + (+ BE ) -- 0 arctg re 
setzt man also noch: 
v® V® v ® 
ZT, (= u+ „) an u+s’ 
so läßt sich die Formel (1) auch folgendermaßen darstellen: 
(2) log I(u + iv) = log Tu) — Plu, v) + i(Ow, v) +v Pin), 


wo wir der Kürze halber allgemein: 


8) Pay) > log (1+ El 
s=0 
(4) (x, Yy) 3 (2 AT arcetg au er) 
s=0 


gesetzt haben, die mehrdeutigen Funktionen rechter Hand aber so 
zu definieren sind, daß sie mit y verschwinden. 

Aus den Definitionen (3), (4) schließt man unmittelbar, daß 
P(&, y) und ©®(x,y) analytische Funktionen der beiden komplexen 
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Variablen x und y sein müssen, vorausgesetzt, daß weder x noch 
x©+iy gleich Null oder einer negativen ganzen Zahl angenommen 
werden; aus denselben Definitionen fließen auch ohne weiteres die 
Fundamentalformeln: 


1 2 
(5) Pa +1,9) = Pay) —z log(1+5), 
(6) oc+1,)=-ola,y) (arg Y), 
(7) lim P@e+n,y)=0, lmO@+ny)=0, 
wo n eine ganze Zahl bedeutet, und: 
(8) P(«, —y) = 1262 hp: oz, =y) ur 9a, DR 
(9) Ps, = 0,0) =". 


Wir bemerken noch, daß die Bedingungen (5), (6),.(7) völlig 
ausreichen, um die beiden neuen Funktionen P(x, y) und ®(«, y) 
vollkommen zu definieren. 

Nach diesen Erörterungen kehren wir nunmehr zu Formel (2) 
zurück. Falls 0 <u = 1 angenommen wird, ist offenbar für s>1: 


log (1 + er 45) <log(1+ a) <log (I+ FI 


weiter ergibt die bekannte Produktdarstellung für sin xx, daß: 


ertu _ eg muu\ — uR 
tg (u) Nios(14%) 
Sl 
sein muß. Da nun wegen (2): 
| I(u + iv) | = T'(u) - er Fo) 


ist, so ergibt sich unmittelbar das von Lerch!) gefundene Resultat: 


s k-T(1-+ u) ZU 
ı Tu + iv)| = -V 
( 0) | (u iv) Vu? | PL at at ? 


wo l<k<yl-+v? zu setzen ist, während sämtliche Quadrat- 
wurzeln positiv zu nehmen sind. 
Für den speziellen Fall u — 0 findet man aus $ 4, (6), daß: 
»T(— iw) (iv) = 


eu2 se et 


oder, weil I’(iv) und I’(— iv) konjugierte ugalze Zahlen sind: 
res 
a1) IT) Ver 


sein muß. 


1) Zitat von Godefroy, La fonction gamma, p. 15; Paris 1902. 
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Indem man das Zeichen von i ändert, findet man aus der De- 
finition (2) noch zwei neue Darstellungen der Funktionen P und ©: 


(12) P(a,y) = log I'(x) — = (log I& + iy) + log I'(@ — iy)), 
(13) 0, y) = 4; (log Die + iy) — log Pe — iy) — yPla); 


mittels der Formel $ 4, (6) findet man somit allgemein: 


erY Le=?RV 29008208 
; log SR; 


4 sin’ 


(19) Pi-sy)+Pay)=-+ 


(15) oa) 91-9) +55: 10g ( 


sin n (x — iy) 


Aus (14) findet man endlich für x = n noch: 


1 1 TIERE 
(16) P(5,9)=5:10g Fe) 
dagegen liefert (12) die ähnliche spezielle Formel: 
1 he Dich 
(17) Pl,y)= > .log oc 
Kapitel 1. 


Die Funktionen P,(«) und Q,(%). 


$ 9. Einführung der Funktionen P (x) und Q,(@). 


Wir haben in $ 4 bemerkt, daß die Gammafunktion in der 
ganzen endlichen x-Ebene eine in x meromorphe Funktion ist, 
die in den Punkten 0, —1, —2, —3,--:- einfache Pole hat, und 
daß das Residuum der Pole —n gleich (— 1)”: n! ist. Die neue 
Funktion: 


@) FO DE 


wo a eine von Null verschiedene endliche Größe bedeutet, und wo 


ad —= erloga 


zu setzen ist, indem man log «a so bestimmt, daß er für positive «a 
reell wird, hat dann offenbar dieselben Pole und Residuen wie I‘), 
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so daß die Differenz I‘(x) — P,(x) eine in x ganze transzendente 


Funktion sein muß. 
Aus (1) findet man: 


ee) 


— 1’a cH+8s 2-8 —5 
2 DEN ze 


Ss=0 
und daraus: 


Ve) +28 Hr ir 3 


somit muß P_(«) der Differenzengleichung: 
(2) P,@+D)=2Pr,@)-=-e*-« 
Genüge leisten. 

Bezeichnet nun n eine positive ganze Zahl, und .ist X, der 
größte Wert, den der Bruch |e+n|:|&+n-+ s| annehmen kann, 
wenn s eine willkürliche ganze, nicht negative Zahl bedeutet, so 
findet man aus (1) den Majorantwert: 


BR, 
ala ea IL Re R\ a” 


Se le+nr]| s! le+tn]| "|T@-+ n) ’ 


P,&-+n) 
er 


aus ihm folgt, indem X, immer endlich bleibt, wie groß auch n an- 
genommen wird: 


®) u (ern) 

Da nun die Funktion P,(x) + o(z)- I(z), wo o(&+1)=o(x) 
ist, die allgemeinste Lösung von (2) darstellt, so leuchtet ein, 
daß P,(x) durch die Bedingungen (2) und (3) eindeutig definiert 
werden kann. 

Wir haben schon bemerkt, daß die Differenz: 


(4) Q.@) = Te) — P,(@) 
eine in @ ganze transzendente Funktion ist. Aus (2) findet man un- 
mittelbar für Q,(@) die Differenzengleichung: 


(5) Q,& E= 1) =. a) EE ER Qu, 
während (3) den Grenzwert: 
(6) lim + ern 


en T(& + n) 
liefert, wo n als positive ganze Zahl anzusehen ist. Somit leuchtet 
ein, daß die Bedingungen (5) und (6) für die Definition der Funk- 
tion Q,(x) ausreichend sind. 
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Die Funktion P_ (x) kommt schon bei Legendre') vor; später 
tritt sie in Arbeiten von Schlömilch?) und Gasparis?) auf. 
Prym*) betrachtet den Fall «= 1, indem er die Funktionen: 


(7) P(«)=P,(@), 9) = Q() 
einführt; dieser Autor hat auch zuerst die funktionentheoretische Be- 
deutung der Funktionen Q(x) und P(x) in der Theorie der Gamma- 
funktion klar auseinandergesetzt, während Scheefer’) die oben 
gegebenen Fundamentalgleichungen dieser Funktionen von einem 
allgemeinen Gesichtspunkte aus betrachtet hat. Die allgemeinen 
Funktionen P,(«<) und Q,(z) sind von Hermite‘) untersucht 
worden. 
Wir wollen noch mit Lindhagen’) eine andere Anwendung 

der Gleichung (2) machen. Setzen wir zu dem Ende in (2) a—1 
und dividieren die so erhaltene Formel mit T[«+1D)=xIx), 
so erhalten wir: 

eP(« +1) _eP() 1 ? 

I(c +1) I'(&) Re 1) 


daraus ergibt sich das endliche Integral: 
@ 1 eP(«) 
(8) 4: (Gern) Te) +) 


wo o(x) der Periodizitätsbedingung o(xz + 1) = o(x) Genüge leistet, 
sonst aber ganz willkürlich angenommen werden darf. 


$ 10. Die Funktionenwerte P_(n) und Q,(n) für ganze n. 


Die Definitionen $ 9, (1) und (4) gestatten uns, die Funktionen- 
werte P,(n) und Q,(n) mittels elementarer Funktionen in endlicher 
Form darzustellen, falls n eine ganze Zahl ist. Aus (1) folgt zunächst 
für =1: 


(1) Pii)=1l-e® 


1) Exereices de calcul integral Bd. I, p. 339—343; 1811. Traite des 
fonctions elliptiques et des integrales Euleriennes, Bd. II, p. 501—509; 1826. 

2) Grunert Archiv, Bd. 11, p. 179; 1848. Zeitschrift für Math. und Physik 
Bd. 4, p. 396; 1859. Ebenda Bd. 16, p. 261—262; 1871. 

3) Accademia di Napoli Rendiconti Bd. 6; 1867. Giornale di matema- 
tiche, Bd, 6; 1867. 

4) Journal für Mathematik Bd. 82, p. 165—172; 1876. 

5) Ebenda Bd. 97, p. 230— 242; 1884. 

6) Ebenda Bd. 90, p. 332—338; 1881. 

7) Dissertation, p. 43; Stockholm, 1887. 
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und demnach aus $ 9, (4): 
(2) Aa 
Durch wiederholte Anwendung der Gleichung $ 9, (2), welche 
wir in die Form: 
P,@+1) _ P,@) eTar 
Ta D de Ver) T(&-+ 1) 
bringen, ergibt sich dann, wenn n ein positive ganze Zahl be- 
deutet, daß: 


s=n—1 
Pk&+m _ Pa® ar 07, 
8) Ten Ta) > T@e+tstı) 
s=0 
sein muß; läßt man aber in (3) » über jede Grenze hinauswachsen, 


so ergibt sich wegen $ 9, (3) die Entwicklung in eine Fakultäten- 
reihe: 


s=@ 
8 


_—a x a 
(4) P,(@)=e a > ZEHN: +5)’ 


s=0 


die in der ganzen x-Ebene außer in dem Pole von P,(x) anwend- 
bar ist. 

Die Entwicklung (4) verdankt man Legendre'); sie ist später 
von Hocevar?) und fir a=1 von Bourguet°?) wiedergefunden 
worden. 

Setzt man weiter in (3) @=1 und n—1 statt n, so findet 
man gemäß (1) die Formel: 


(5) P,o)=-(n-D)! (1-2 a 


s=0 


Aus $ 9,(5) folgt in ähnlicher Weise: 


s=n—l 
VEN EDIT NIIT TEE 
(6) De ae ae >= T@e+s+1) 


und daraus wegen (2): 


s=-n-—l 


(M) m) ande. DE. 


1) Exercices de calcul integral, Bd. I, p. 343; 1811. Trait& des fonet. 
ellipt. et des integrales Euleriennes, Bd. II, p. 505; 1826. 

2) Zeitschrift für Math. und Physik, Bd. 21, p. 449—450; 1876. 

3) Comptes rendus, Bd. 96, p. 1307; 1883. 
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Um nun auch die Funktion %,(z) für ganze, nicht positive 
Werte von x zu berechnen, schreibt man die Formel (6) folgendermaßen: 


s=n—l 
Se UNE en en 
ee e PITENgSECET, 
aus der für = —n, n als positiv und ganz vorausgesetzt: 
sen—1l 


Um - Ze Nas Nie) 


folgt, so daß man nur den Wert Q,(0) zu bestimmen hat. 
Zu dem Ende gehen wir von der Formel $ 9, (4): 


a“ 2.0 


x 
aus; die Annahme © = (0 gibt dann mit Rücksicht auf $ 5, (5), (10) 
und $ 9, (1) unmittelbar den gesuchten Wert, nämlich: 


s—=&© 


(a at! 
(9) 0.) --C-lga+ Darm str 
s=— 


Dieser Funktionswert steht offenbar mit dem Integrallogarithmus in 
sehr naher Verbindung.) 

Nach diesen Erörterungen ist es nun auch sehr leicht, Aus- 
drücke für die Funktionswerte OD (n) herzuleiten. Zu diesem 
Zwecke schreiben wir vermöge (2) die Formel $ 9, (5) unter der 
Form: 


le HIESS ee en 


% 


Daraus folgt für = 0: 
(10) ge) = Q.(0) + e”*-loga; 


schreibt man nunmehr die Formel (6) folgendermaßen: 


s-n—l 
_T@+Y (Get _ 5a art 
Q.(2) =- x Geyer DS r@rıtn) 
so findet man für = (0 gemäß $ 5, (11), (6) und unter Anwendung 
von (7): 


_ dm) _ Am: Am Y— 0) 
(11) Ren Rh! F 
ee SE 
st s! 5 sy s! 2 


1) Man vergleiche meine Abhandlung: Sur une integrale definie, Mathe- 
matische Annalen Bd. 59, p. 91—102; 1904, 
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wo der Kürze halber für s>1: 
1 1 1 1 
MO na 


gesetzt worden ist. 
Wendet man endlich die aus $ 9, (4) hergeleitete Identität: 


+ PO) = — 0 
an, so findet man aus (9), (10) und $ 9, (1) die weitere Formel: 
5 ; il 
(1) == ee 
(12) P&(1)= lm (P.(@) 5) 


z=0 


$ 11. Auflösung einer Differenzengleichung. 


Mellin!) hat folgende Verallgemeinerung der Differenzen- 
gleichungen $ 9, (2), (5) für P(x) und Q(x) untersucht: - 
() H(&+1)=r(a): Hia) + Ra), 
wo r(x) und R(x) rationale Funktionen in « bedeuten. Hier müssen 


wir uns indessen mit Lindhagen‘*) auf folgenden Spezialfall von 
(1) beschränken: 

(2) H«+1)=xH(e) + R(e), 

wo R(x) eine ganze rationale Funktion in x bezeichnet, und zwar 
wollen wir für diese Gleichung die elegante Lösung von Jensen’) 
mitteilen. 

Um die Differenzengleichung (2) vollständig auflösen zu können, 
reicht es aus, eine einzige Lösung zu kennen; die allgemeinste 
Lösung dieser Gleichung läßt sich nämlich offenbar folgendermaßen 
darstellen: 

(8) H(a) - 8) + 0@): Ta), 

wo H(x) eine willkürliche Lösung von (2) bedeutet, während &(x) 
der gewöhnlichen Periodizitätsbedingung o(® + 1) = w(x) Genüge 
leistet, sonst aber ganz beliebig angenommen werden darf. 

Eine partikuläre Lösung der Gleichung (2) läßt sich indessen 
leicht darstellen; man findet nämlich aus (2) für die partikuläre 


Lösung H(«), daß: 
Se EL O 
Te +YDıa!@) Tae+) 


sein muß. Setzt man nun in dieser Gleichung statt x der Reihe 
1) Acta Mathematica Bd. 15, p. 317—384; 1891. 


2) Dissertation, p. 4öff. Stockholm 1887. 
3) Nyt Tidsskrift for Mathematik, Bd. 2B. p. 60; 1891. 
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nach @+1, 2+2,---, ©+p, so ergibt die Addition aller so er- 
haltenen Formeln: 


Sat) dw, S Re+s 
(4) 1a Se. Tan 


Läßt man aber in (4) die positive ganze Zahl p über jede 
Grenze hinauswachsen, so erhält man offenbar rechter Hand gemäß 
$S1, (2) eine konvergente Reihe; die Funktion linker Hand muß 
daher auch einem endlichen und bestimmten Grenzwert zustreben, 
der offenbar eine in x periodische Funktion mit der additiven Pe- 
riode + 1 sein muß. Wir wollen nun über die partikuläre Lösung 
H(x) derart verfügen, daß der obenerwähnte Grenzwert eine Kon- 
stante X wird, und setzen demnach: 


x + 
$ rat E 


Nach diesen Erörterungen findet man aber für $ (x) den Ausdruck: 


: NS _ Rats 

(6) SD) - KT) - Ta) Drerıry 
welcher sich noch etwas umformen läßt. 

Schreiben wir das ganze Polynom R(x) vom n'" Grade in x 
unter dieser Form: 
(7) R(z)= @, + Da, ©(0 — 1). («&—-s+1), 

s=1 

wo die Koeffizienten a, von © unabhängig sein sollen, so lassen sich 
diese Koeffizienten ohne Mühe bestimmen, indem man in (7) nach- 
einander 2&—=0, 1, 3,:--, n einsetzt; die vollständige Induktion 
ergibt dann: 


s=p 
(8) p!a,—= AP R(0) -> (— 1)° (RW — 8). 
Sl) 

Mit dieser Bestimmung der Koeffizienten a, muß (7) eine for- 
male Identität sein, denn diese algebraische Gleichung n*® Grades 
in x hat »n + 1 verschiedene Wurzeln, nämlich = 0,1, 2,:: -, n. 

Die Formel (7) ergibt aber: 


ven 


R&e+s—1) We: 
T@ +) rer 
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daraus folgt wegen $ 10, (4): 


Re& +3) ER "SI »P&@—») 
4 Te+s+1) = Te—p 


somit finden wir für unsere partikuläre Lösung H(x) den ein- 
facheren Ausdruck: 


G H@-K:r@) Ze. Pa. >20 _DEROe), 


Ss) sel 
wo der Kürze halber: 
: <Q 21 
(10) =D 6.) 
vl 


gesetzt worden ist. 
Es leuchtet ein, daß unsere Funktion (x) durch die Glei- 
chungen (2) und (5) vollkommen definiert ist. 


$ 12. Über P,(x) für reelle a und x. 


Wir nehmen jetzt an, der Parameter « in unserer Funktion 
P,(&) sei eine positive Größe, und wollen unter dieser Voraussetzung 
einige allgemeine Resultate über das Zeichen von P,(«) für ver- 
schiedene reelle & herleiten. 

Erstens liefert die Fakultätenreihe $ 10, (4) den Satz: 

Für positive a und x ist die Funktion P,(«) immer positiv. 

Für unsere weiteren Untersuchungen brauchen wir einen Hilfs- 
satz, der unmittelbar aus $ 10, (3) hergeleitet werden kann; setzt 
man nämlich dort n—2 und <&— 2 für &, so erhält man: 

ee P,@ a et 
(Ü) GR A EEE ee Pr 
da nun für <—a+1 sowohl 2 — 1 als © — 2 negativ sind, so 
hat man offenbar den gesuchten Hilfssatz: 

Falls P,(x) negativ ist, und © <— a + 1 vorausgesetzt wird, ist 
sicher auch P,(x — 2) negativ. 

Nach diesen allgemeinen Erörterungen wollen wir nunmehr 
den folgenden Satz beweisen: 

Bedeutet a eine willkürliche endliche positive Größe, und ist p 
eine ganze, nicht negative Zahl, so ist die Funktion P,(x) in den 
Intervallen 
(2) —2p>a>—ıp—1 
immer negativ. | i 
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Um diesen Satz zu beweisen, setzen wir =—n—yY, wo 
0<y<1, dann ist offenbar -n>x>—n— 1; somit liefert die 
Formel $ 10, (4) für unsere Funktion P,(x) den Ausdruck: 

Ol Dit a A Ze ee Fer N A Ye Pie 
I: Ans adars Ines 
wo wir der Kürze halber für O<r<n: 


a 
> A=-aFWatry-d. wry—n 


und für r>n: 


(ed 


a” 
ee ur) 
gesetzt haben; die Größen A, sind also sämtlich positiv. Aus der 
Definition (4) findet man unmittelbar: 


s ar a 
OA el) 
wo man also r <n voraussetzen muß. 
Wir haben nun zwei verschiedene Fälle zu unterscheiden, je 
nachdem 0 <a< 1 oder a > 1 vorausgesetzt wird. 
1) 0 <a<1; hier ergibt (6) fürr<n —1 sicher 


A, u, A zZ 0; 
da nun wegen (3) immer: 
(2) Ce MrlaP&e)>A,-4,1r4o-: te 04 
sein muß, so folgt für gerade n die gesuchte Ungleichheit 
Po) 0; 


denn die Summe rechter Hand in (7) ist ja dann immer positiv. 
Liegt x aber im Intervalle 

—=2n>ı>—2n-], n20, 
dann ist sicher z<— «a + 1, und somit ist unserem Hilfssatze zu- 
folge P,(x) in den Intervallen (2) immer negativ. 

2) a>1. Wir setzen 2m +1<a<2m+3, wo m eine 
ganze, nicht negative Zahl bedeutet; wenn außerdem n — r < 2m 
vorausgesetzt wird, dann ist sicher wegen (6) 

(8) A, 

Setzt man wieder n als gerade voraus, so braucht man die Un- 
gleichung (8) nur für r > 2 in Betracht zu ziehen, denn das letzte 
Glied rechter Hand in (7) ist dann sicher positiv; somit findet man 
auch hier 


DE 


Nielsen, Theorie der Gammafunktion. b) 
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in den Intervallen -—2n> x > — 2n— 1 für O<n<m+1; denn 
wir haben gesehen, daß die Ungleichung (8) sicher anwendbar ist, 
falls n < m + 1 vorausgesetzt wird. 

In dem letzten der obengenannten Intervalle 


= ım— 2 >02 > — 2m —8 


ist aber sicher © <— a + 1; somit ist unser Satz auch für a > 1 
bewiesen. 
Wir wollen nun noch den folgenden spezielleren Satz beweisen: 
Es sei n eine ganze, nicht negatiwe Zahl und 2m +1<a<2m+3, 
dann ist P,(x) in den Intervallen — 2n —1<x<— 2n — 2 immer 
positiv, wenn n eine solche ganze Zahl bedeutet, daß 0 <n <m ist. 
Die Ungleichheit (8) ist nämlich dann auch für r—1 an- 
wendbar; somit ergibt (7) unmittelbar das gewünschte Resultat. 
Es ist mir indessen nicht gelungen, die übrigen Intervalle für 
n> m in dieser Allgemeinheit zu untersuchen. 


$ 13. Satz von Bourguet über die Nullstellen von P(«). 

Nach den allgemeineren Erörterungen des vorhergehenden Para- 
graphen setzen wir speziell «—= 1 und wollen nunmehr den fol- 
genden Satz von Bourguet') beweisen. 

Die Funktion P(x) hat in jedem der Intervalle 


3 . 3 ” 
an Sl N, a 


von n=2 an mindestens eine Nullstelle, hat aber sonst keine reelle 
Nullstelle. 

Den Sätzen des $ 12 zufolge kann P(x) keine reellen Null- 
stellen besitzen außer in dem Intervalle — 2n—- 1>x>—- 2n— 2 
von n>1 an. 

Wir wollen nun zuerst beweisen, daß P(x) im Intervalle 
—5>x2> — 4 immer positiv ist. 


Zu dem Ende setzen wir = — 3 — y, wo also wie gewöhnlich 
0<y<1 ist; die Formel $ 10, (3) ergibt dann für n — 4: 
1 ee ee er ar 
ee vatnernatn | 
weiter findet man gemäß $ 9, (2) fra=1,2=1-.y: 
(2) e. Pl H; 


1) Comptes rendus, Bd. 96, p 1309; 1883. 
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aus der Fakultätenreihe $ 10, (4) folgt ferner für a — 1: 
P(«)>P(x-+h), 
wenn z und h beide positiv sind; daher folgt aus (2): 


N epoy.cr er 1 
(3) N Eee ya 
denn aus $ 9, (2) findet man fürn —=2,a=1, daß: 


eP2)=e—2 


sein muß. 
Nun ist der Nenner rechter Hand in (1) offenbar positiv, also 
findet man gemäß (3): 
nal ey’ eye A: 
EN I>GyarneHNetN Bi 


bezeichnet aber y einen positiven, echten Bruch, so ist immer: 


1 
re 


für den Zähler A rechter Hand in (4) findet man daher: 
ee By -NDYy—N, 
Ey Maske 


I 


für O<y<1 folgt daraus A> 0 und somit auch P(- 3 — y)>0 
womit unsere Behauptung bewiesen ist. 

Betreffs der folgenden Intervalle —2n— 1<xr<—2n— 2 
von n—=2 an behaupte ich, daß immer: 


= 3 
(5) P(-777)<0 
sein muß. Wir ziehen zunächst P(— 3) ın Betracht und setzen in 


Ey; = e dann erhält man: 


DES OEST 11 3 257 
6 rl ent), 
nun ergibt aber die Fakultätenreihe $ 10, (4) füra=1 undd« = — = 
3 2 + 8 2 22 2° 
ep( 5) - er Se a es 


daraus folgt: 
3 2 8 1 1 1 22 
eP(-Z)< gt (it +++ )>=5; 
somit findet man aus (6): 


I. ePl1-5) 7m Se) 


16 E) 9 8 . 
so daß P (- ») negativ sein muß, und der Hilfssatz in $ 12 zeigt 


demnach die Richtigkeit der allgemeinen Ungleichung (5). 
ad 
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P(x) kann also in den Intervallen —2n—1l1>z2>—2n— 2 
negativ sein, falls n > 2 angenommen wird. 

Es ist indessen leicht zu beweisen, daß P(x) in diesen Inter- 
vallen auch positiv sein kann. Zu dem Ende bezeichnen wir mit 
ö und & beliebig kleine, positive Größen; die Definition $ 9, (1) 
ergibt dann: 


1 
Pla Wade 


rettet 
worin man offenbar ö und & so klein annehmen kann, daß 
P(—-2n—1- 0) und P(-2n — 2-+ s) beide positiv sind. 

Nun ist aber in dem betreffenden Intervalle P(x) eine reelle, 
kontinuierliche Funktion der reellen Veränderlichen z, welche in 
der Mitte der Intervalle negativ, an den beiden Endpunkten dagegen 
positiv ist, also muß P(x) mindestens zweimal in jedem dieser 
Intervalle verschwinden, und damit ist unser Satz bewiesen. 


P(—-2n—2+: = 


Betreffs der negativen Werte von P(&) in den obenerwähnten 
Intervallen hat Bourguet!) darauf aufmerksam gemacht, daß ihre 
absoluten Beträge sehr klein sein müssen; man hat nämlich aus$ 9, (2): 


1 72 1 
Pole —_- = 


ist also -2n— 1>x>— 2n—2, d.h —2n>x2+1>—-2n-1, 
so ist offenbar P(& + 1) positiv, und somit P(x) > u dehzsfur 
ICARUN 

1 
ele| 


ıP@)|< 


Bourguet?) hat außerdem zu beweisen versucht, daß P(x) nicht 
mehr als vier komplexe Nullstellen besitzen kann; sein Beweis für 
diese Behauptung ist indessen nicht genau. 

Über die Nullstellen von ©,(&), für positive a, haben wir später 
in $ 81 zu sprechen. 


1) Comptes rendus, Bd. 96, p. 1309; 1883. 
2) Ebenda Bd. 96, p. 1487 —1490; 1883. 
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Kapitel IL. 


Entwicklungen in Potenzreihen. 


$ 14. Entwicklungen von P(1+x), P(l+x) und log I(1+x). 
Aus den Definitionen $ 5, (2), (12) der beiden Funktionen P(x) 
und ß(«): 


s—=@ 


ee Eee) 
s=o 
0 -S 
findet man die anderweiten ee 
(1) rd) = (— 1j"t!.n! Denn 
@ De 


setzt man daher der Kürze halber: 


[ -C=1lm (- +-— +5 aa +, —logn), 


Ö = 

B T E . Si Pe n> 

1 1 

. GE a Mae, 
so erhält man die Potenzreihen: 
(5) vl+)=- —- 5,3 +50 5,0 + 0° — 04 ., 
(6) BA) =5—- 5% + 0,0 — 0,0 + 06,0%: >, 
welche beide im Innern des Kreises |x| = 1 konvergieren, und deren 


Koeffizienten von n = 2 an wegen (3) und (4) durch die Relation: 


1 
(7) Une (' ar =) SS, 
verbunden sind. 


Man kann die Reihen (5) und (6) noch etwas umformen, so daß sie 
für die numerische Rechnung bequemer werden. Zu diesem Zwecke 
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ändern wir das Zeichen von x und erhalten dann unter Anwendung 
von $ 5, (7) und (14) die beiden neuen Entwicklungen: 


(8) vl +)=-— — — = cot NS sn 
1 r—o© 
@) Br at Da; 
r—=0 
da nun aber für |e|<1 
—a-ite ++ +2°+- 


ist, so gewinnt man endlich aus (8) und (9) die zwei ee rascher 
konvergierenden Entwicklungen: 


ı—=&® 


(10) (1 + x) = — — cot TE nt Di a 


N) 


r=o 


1 1 1 
au pi r x) 22 2sinn® F 1— x Da — 0,4 1)0””. 


r—=0 


Es ist nun sehr leicht, ähnliche Entwicklungen für die Funk- 


tionen log I(1+x) und log B( I, 3) herzuleiten. Zunächst 
integrieren wir die beiden Formeln (5) und (6) nach x und erhalten 
für) 1: 


(12) gl +0)--T2+2 0-2 Dig 


(13) log B(+*, 5) - logr — " wg = a, 


aus (8) und (9) findet man in ähnlicher Weise: 


(14) log Tl +2) = 4 log(",) <> ae ee 


schließlich liefern (10) und (11) die beiden noch rascher konver- 
gierenden Entwicklungen: 


| 


(16) log F(1+2)— [108 ("7 ;) — log los rt ger+, 


r=0 
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ie 
ar) log B(* = = ,)-logV2x+z 5 Klar 2 E Io (} +) * 


welche beide für |) <2 konvergieren. Die Formel (16) ist schon 
von Legendre!) angegeben worden. 

Die numerischen Werte der Zahlen s, sind sehr wohl bekannt. 
Schon Euler?) berechnete diese Zahlen von n=2 bis n = 16 bis 
auf 16 Dezimalstellen. Legendre”) korrigierte dann die Tafel von 
Euler und gab die Werte von s, bis s,, bis auf 15 Dezimalstellen 
an, während Stiltjes!) eine Tafel der Zahlen s, bis s., bis auf 
32 Dezimalstellen berechnete. 

Über die numerische Berechnung von s, — (€ haben wir schon 
in $ 2 berichtet. 

Nachdem die Näherungswerte der Koeffizienten s, berechnet 
sind, kann man nunmehr mit Zuhilfenahme der eben entwickelten 
Reihen zur Berechnung der Funktionswerte selbst übergehen. 

Die erste numerische Tafel der Logarithmen der Gammafunktion 
rührt sicher von Legendre her; er berechnet zunächst die Werte 
von log I'(1+x) für «= 0,000 bis 2 —= 0,500 mit dem Intervall 
d = 0,005 und auf 7 Dezimalstellen.’) Später hat Legendre diese 
Tafel erweitert, indem er die Funktionswerte von & = 0,000 bis 
x = 1,000 mit dem Intervall d = 0,001 und zuerst‘) mit 7, dann’) 
mit 12 Dezimalstellen gibt. 

Gauß?®) hat die Funktionswerte von P(1 + x) und log I(1-+x) 
von 2=0(,00 bis = 1,00 mit dem Intervall d= 0,01 und mit 

1) Memoires de Institut de France 1809, p. 505. Exereices de calc. 
inteer., Bd. I, p. 299; 1811. Traite des fonct. ellipt., Bd. II. p. 433; 1826. 

2) Deilonen caleuli differentialis, p. 456; 1755. (Commentarii Acad. 
Petrop. Bd. 7, p. 133; (1734—35) 1740. 

3) ee ae calcul integral, Bd. II, p. 65; 1817. Traite des fonct. 
ellipt., ete., Bd. II, p. 432; 1826. 

4) Acta Maikenatich Bd. 10, p. 299—302; 1887. 

5) Memoires de l’Institut de France; 1809, p. 508—509. 

6) Exereices de calcul integral, Bd. II, p. 83-95; 1817, Bd. I, p. 302— 
306; 1811. 

7) Traite des fonctions elliptiques et des integrales Euleriennes, Bd. II, 
p. 490—499; 1826. 

8) Comment. Gotting., Bd. 2, p. 44—47; 1812. Werke Bd. III, p. 161—162. 
Deutsche Ausgabe p. 52—54. 
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20 Dezimalstellen angegeben. Beinahe gleichzeitig hat Bessel!) 
die Werte von log (32) von <= 1,00 bis «= 2,05 auf 10 Dezi- 


malstellen mit dem Intervalle d = 0,01 berechnet, während später 
Knar?) eine Tafel der Werte von P(x) für x — 1,00 bis z = 1,50 
mit 7 Dezimalstellen und mit dem Intervalle d = 0,01 geliefert hat. 

mn leuchtet ein, daß man, wenn man sich auf reelle Werte 
beschränkt, nur die obengenannten Funktionswerte von 2—=0 bis 

— 1 zu berechnen nötig hat. Durch Zuhilfenahme der beiden 

Formeln $ 4, (6) und $ 6, (3) kann man diejenigen Intervalle, für 
welche man die ee zu berechnen braucht, beträchtlich 
einschränken. Diese Aufgabe ist schon von Legendre?°), später von 
Hoppe®) bearbeitet worden; aber zuerst Landau°) hat sie voll- 
ständig gelöst. 2 ; 
$ 15. Potenzreihenentwicklungen für I(1+2) und Es, 

Wenden wir uns nunmehr zu der Funktion T(1 + x) selbst, 
so bietet sich uns zunächst eine Potenzreihe von der Form dar: 
(1) T1+)=- +2 +" ++, 
welche im Innern des Kreises x) = 1 konvergiert. 

Man kennt zwar die independente Darstellung der Koeffizienten 


c„ unter einfacher Form noch nicht; es ist aber leicht, mit Zuhilfe- 
nahme der Formel $ 14, (5): 


(2) (1 He HE gUt., 


Iekursionsformeln herzuleiten, die für die numerische Berechnung 
der c, ausreichen. Die Identität: 


TYA+D)=-Ti1+R): Plc+1) 


liefert nämlich wegen (1) und (2) die allgemeine Formel: 


rn 
B\ = m / "+1o 
(8) (n nn l)e,,1= a Her Ss 
UI) 
die in Verbindung mit dem Anfangswerte „= 1 offenbar die 
sukzessive Berechnung der c, erlaubt. 


1) Abhandlungen, Bd. II, p. 342—352. 

2) Grunert Archiv, Bd. 43, p. 168; 1865. 

3) Traite des fonct. elliptiques ete. Bd. II, art. 118. 
4) Journal für Mathematik, Bd. 40, p. 152—154; 1850. 
5) Ebenda Bd. 123, p. 276—283; 1901. 
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Für die Koeffizienten der beständig konvergierenden Potenzreihe 


1 
(4) Pate brennen te 
läßt sich eine ähnliche Rekursionsformel herleiten; durch Multipli- 
kation von (1) und (4) findet man ohne Mühe, daß: 


() 7.0 ıh Se 


sein muß. Um eine ähnliche Rekursionsformel wie (3) auch für 
die y,„ herzuleiten, gehen wir von der anderen Identität: 
2 En ER) 
a EB n) Dee 


aus und finden mittels (2) und (4) die gesuchte Formel: 


(6) (n an Oben ze, ls, ;ı "In-r' 
r—0 

Die hier entwickelte Methode zur Herleitung der Formel (6) ist 
wohl zuerst von Schlömilch') angewendet worden. 

Die numerische Berechnung der Koeffizienten ce, und y, und 
ähnlicher Zahlen verdankt man Bourguet?), welcher eine Annähe- 
rung auf 16 Dezimalstellen erzielt hat. Es ist noch zu be- 
merken, daß H. M. Jefferey?) schon früher die 11 ersten Koeffi- 
zienten jeder der 21 Potenzreihen für I®(@+1):n! fürn=0 bis 
n = 20 bis auf 10 Dezimalstellen berechnet hat. 

Man kann nun auch die Funktionen P,(x) und Q,(x) in Potenz- 
reihen entwickeln; setzt man: 


() P,(1 +2) = a’(p@ + p@x + p@a2+ p@a+ --.), 


so ist diese Reihe offenbar für |x)<1 konvergent, für den allge- 
meinen Koeffizient p(® aber findet man ohne Mühe aus der Definition 


Ss 9, (1) den Ausdruck: 


s—=@ . Ber, 
or Alan 0 RD EIER 
(8) P, ( ) Zar SE UyL 
für die Koeffizienten der beständig konvergierenden Potenzreihe 
S (CZ EN) ee ER ee 


1) Zeitschrift für Math. und Physik, Bd. 25, p. 104; 1880. 
2) Acta Mathematica, Bd. 2, pp. 289, 291; 1882. 
3) Quarterly Journal, Bd. 6, p. 82—108; 1864. 


42 Erster Teil. Analytische Theorie der Gammafunktion. 


kann man dann vermöge der Identität 
0.) = Pe) — P,() 
aus (7) die entsprechenden Ausdrücke finden. Für «—= 1 hat man z. B.: 


(10) aD =’ C, a a) , 
die Koeffizienten g’» und p® sind gleichfalls auf 16 Dezimalstellen 
von Bourguet?) berechnet worden. 


S$ 16. Independente Darstellung der Koeffizienten c, und Y,. 
Durch Auflösung der Gleichungssysteme $ 15, (3) und (6) kann 
man die Koeffizienten c, und y, mittels der Summen s, ausdrücken; 
um die independente Darstellung dieser Koeffizienten bequemer her- 
zuleiten, setzen wir identisch: 


(1) IX2)= eo” 
und führen weiter die Bezeichnung: 


(2) Oo  e IC) 


ein, woraus speziell: 


(8) ee +) 
s=0 


und allgemein für n>1: 


lee) 


(4) s„(%) re “+ 2 s„(1) = 5 


folgt. Die höheren Differentialquotienten von I'(z) lassen sich nun 
mit Zuhilfenahme allgemeiner Formeln aus (1) herleiten. Ist y 
nämlich eine Funktion von &, so hat man?): 


k=n 


ne a ee = 
(5) DEF) =D’ TW) FO), 
Kal 
wo der Kürze halber: 
(Go) ars) 
a iz N Oi, y Yy 
(6) 1 (y) = n: 7 IB N 7,: 


gesetzt worden ist, die Summe rechter Hand aber über alle positiven 


Er Loe. cit. pp. 288, 292. 

2) Man vergleiche z. B. Schlömilch, Kompendium d. höheren Analysis, 
Bd. Il, p. 5 Formel (6); 1879. Eine einfache Rechnung bringt Sehlömilchs 
U, auf unsere bequemere Form ESEL 
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ganzen Werte von r,, 73, Y3, ::', r, zu erstrecken ist, die der 
einzigen Bedingung: 

9) n+tn+n+:+n-n 

Genüge leisten; es ist also stets zu beachten, daß eine bestimmte 
Kombination von %k Zahlen, welche (7) befriedigen, so oft mit- 
gerechnet werden muß, als man verschiedene Permutationen dieser 


k Zahlen ohne Wiederholungen bilden kann. 
In unserem speziellen Falle findet man nun vermöge (2), daß 


(8) I®&)=(—-1/"n!I(«) > ns 2” (%) 


sein muß, wo also: 
5, 8, 


= a. 


k 


mit der Bedingung (7) zu setzen ist; für —=1 findet man daher 
die gesuchte independente Darstellung: 


KM 


1 nr, ch Sr Fr, 7 jan 5, 
De uese wen 


Aus der Definition (1) folgt aber weiter, daß: 


ee) 
T1-+%) 
sein muß; somit findet man die (10) ähnliche Formel: 
k—n 
(11) DIEB), 
k=1 


so daß man also den Ausdruck für y, aus demjenigen für c, bilden 
kann, indem man das Zeichen sämtlicher dort vorkommenden Zahlen 
s, wechselt; dies stimmt mit den beiden Formeln $ 15, (3), (6) sehr 
gut überein. 

Die independenten Ausdrücke der ersten Koeffizienten c, sind 


von Binet!), später von Scheibner?) angegeben worden; man 
findet z. B. 


1) Journal de l’Eeole Polytechnique, eahier 27, p. 265; 1839. 
2) Leipziger Berichte, Bd. 14, p. 75; 1862. 
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1 1 e 
3 
ch nern 5951 265 5 


1 
3 
1 14.85 1 ae 
ar EN +58, 47 8% are 
1 
5 


5 


1 1 ur, 1 rl Pe I 
St 8382 + Target tpsı Fmı: 


: : i a il 
$ 17. Über die Funktion B(-, 3) 
Man kann offenbar mit Zuhilfenahme der Funktion ß(x) ähn- 


c+1 


liche Entwicklungen für B( - 


T(1-+«) herleiten; setzt man: 


ıl : R ae 
>) wie die vorhergehenden für 


(1) Be, SZ) that tt, 


so ist diese Reihe offenbar auch für |2)<1 konvergent, und die 

Identität $ 5, (18) liefert, wegen der Formel $ 14, (6): 
PpA+D))=-5, —-5%+406,0° —- 9° +0, —:-;, 

die Ausdrücke: 


ren 


2) = Mile DD 


r—0 
Die Definition der Betafunktion ergibt weiter: 


ae 


(8) 

setzt man daher: 
(4) 2. B(2,5)- that tot: -, 
so findet man durch Multiplikation mit (1): 


(8) =2, 0=- DB, b 


die aus (3) hergeleitete Identität: 


D,]2B(4,5)]= a 


ao) 


führt in ähnlicher Weise zu einer zweiten Rekursionsformel: 


Ö + DB Deo hun. 


r=0 
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Um endlich die independenten Darstellungen der Koeffizienten 
b, und ß, zu finden, setzen wir identisch: 


7 1 = 


D) 2 


(a) = D,log B(2,5) = — B@) 


sein muß; dieselbe Methode wie in $ 16 ergibt dann die $ 16 
(10), (11) ähnlichen Ausdrücke: 


, 


kn 
(7) 0,= (- Dia), Ur’), 
(8) ehe. sch), 


wo der Kürze halber: 


0.0. 
(9) Us»(l) = = =. 

4, ı fa aukedın 
gesetzt worden ist, die positiven ganzen PR Val 
derselben Bedingung wie in $ 16 Genüge leisten müssen. 


Für die Koeffizienten b, und ß, haben wir später in $ 55 
Integraldarstellungen und Reihenentwicklungen herzuleiten. 


‚ r, aber 


$ 18. Über die Zahlenwerte s, und 6,. 

Es leuchtet ein, daß die independenten Darstellungen, welche 
wir in den vorhergehenden Paragraphen entwickelt haben, für die 
dort betrachteten Funktionen gar nichts Spezifisches bieten; denn, 
bedeutet F(x) eine im Bereiche des Punktes x = 0 holomorphe 
Funktion, so daß F'(O) von Null verschieden ist, so existiert eine 
Entwicklung von der Form: 

log Fa) =, +2 +++: 
sucht man demnach die Koeffizienten der für (x) erhaltenen 
Potenzreihe mittels der a, zu bestimmen, so bekommt man ähn- 
liche Ausdrücke wie diejenigen, welche wir für c, und y, aus den s, 
und für b, und ß, aus den 6, gebildet haben. 

Um die independenten Ausdrücke der obengenannten vier 
Koeffiziententypen vereinfachen zu können, müssen spezifische Re- 
lationen zwischen den Zahlen s, und 6, zu Hilfe genommen werden; 
die Auffindung solcher Relationen ist indessen noch nicht gelungen, 
und somit sind wir noch nicht imstande, die Koeffizienten der 
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beständig konvergenten Potenzreihe für die ganze Transzendente 
1: T(&) in einfacher Form anzugeben, obgleich diese ganze Transzen- 
dente augenscheinlich eine der einfachsten ist. 

Indem wir hier einige Eigenschaften der Zahlen s, entwickeln, 
wollen wir zuerst die Reihen s,,, mit geradem Index, unter end- 
licher Form summieren. Zu dem Ende gehen wir von der aus 
$ 14, (5) fließenden Entwicklung: 


Nn—=® 


a 1 
(1) notne= —2: > Sao len <<, 
j ä n=1 

aus und bezeichnen mit 

1 1 1 1 5 
Ben Be Dan ei 
691 2 3617 43867 174611 

De ara Br Be Be 


die Bernoullischen Zahlen'), die sämtlich rational und positiv 
sind; als Definition der Zahlen 5b, gilt dann: 


r—= ao ef 
1 1 d (1) 7 B 
3 BSG \ ) 7, 2r—1 7: 
( ) a t 2 Fr (2r)! t ? 2< 2 I 
7—1 
nun ist weiter: 
Rn & 
an 1 0 1 
De Seren. 
el ea Tee 


t t 

Ton m PZRR Se 
rt ein 
a (@n)! ) 
er e 2 


die Annahme = 2xxi führt so unmittelbar zu der weiteren Ent- 
wicklung: 


2r 
a Ba De 
71 
daraus folgt wegen (1): 
| B,: (@m”" 
6) Ton 


Uber die Natur der Summen &,,,, mit ungeradem Index, 
wissen wir eigentlich noch gar nichts; es ist bisher noch nicht ge- 


1) J. ©. Adams hat die ersten 62 Bernoullischen Zahlen berechnet. 
Journal für Mathematik, Bd. 85; 1878. 
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lungen, diese Reihen in ähnlicher Weise zu summieren oder durch 
Summen derselben Gattung, aber mit niedrigerem Index auszu- 
drücken. Bildet man z. B. aus $ 15, (4) mittels der Formel: 


. P12 

inae= - 

Tec) D’(1— x) 

die Potenzreihe für x sinzz, so fallen in den Koeffizienten dieser 

Reihe die Summen s,,,, von »—0 an sowie ihre Potenzen sämtlich aus. 
Wir wollen aber die Zahlen s, noch von einem anderen Gesichts- 

punkte aus untersuchen. Zu dem Ende multiplizieren wir nach den 


gewöhnlichen Regeln die beiden Reihen s, und s, und finden: 


(6) 5,5, — at pn, 12 Dil; 


wo: 
‚4 


zu setzen ist, Be aber n>1 und » > 1 angenommen werden 


müssen, weil nur so c,, einen Sinn hat; ebenso findet man: 
’ 


() u a) 


n+p nn O 


r+1 az 
er ie = Eh > r ): 


wo man also » >1, p> 1 nehmen muß, und: 


(8) den > 1, mL, 
1 ı1 It (> 2, 
u >! REN I SS 
7 (+ )” ® ar" warz 


(jr! 


er (ee =): 


eine ER der drei betrachteten Produkte verwandelt sich 


demnach offenbar in eine Untersuchung der vier Zahlen ec, ,, %,,., d 
und Öd 


NP" 
Die Formel (6) war schon Euler!) bekannt; überhaupt kommen 


spezielle Reihen c, ,, Y,9, An, und d,, neben anderen, unter denen 


man auch divergente findet, häufig in dem Briefwechsel zwischen 
Euler und Goldbach?) vor. 


Inn” 


1) Correspondance math. et physique, Bd. I, p. 191; (1743). Novi Commen- 
tarii Academiae Petropolitanae, Bd. 20, p. 184; (1775) 1776. 
2) Correspondance, Bd.I,p. 163—200; 1742—1743. 
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Nun hat man aber die Dekompositionsformel: 
r=p—1 


Era we ei 
© en a 
wer 2 ee 


wo p und q positive ganze Zahlen bedeuten; setzt man daher in 
(9) 2=n und nacheinander a—=1,2,3,.-,n—1, so ergibt die 
Addition aller so erhaltenen Gleichungen, indem man sie mit alter- 
nierenden Zeichen nimmt, ohne Mühe die beiden Formeln: 


Yasa an jr nn 


(10) = =p—1 ; 
n (> 1)2: 2 1 PR, ): Yp-r,g+r 


4 “ 
11) ji, Die 2 De Y Sptr' rt 
( - 


Ss 
| » 


r=p—1 
Se 
r—U 


es ist also offenbar, daß man in (11) > 1 nehmen muß. 

Will man mittels (9) ähnliche Formeln auch für die Reihen- 
summen c,, und Ö,, herleiten, so muß man das letzte Glied in den 
beiden Summen rechter Hand in (9) absondern; man findet dann: 


r=q—2 


ED 
r=0 
[3 "Z 
(12) ne DE Age 


SIDE 
— DE =) ce) 


Be, (& ER ') EAHBET RE 
a) 


r=p—2 


as SCH armen 


r=U 


+ G 1): (RE: ) Par Ou44)5 
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für g=1 muß man in diesen beiden Formeln diejenigen Glieder 
rechter Hand weglassen, welche sinnlos werden; in (12) muß man 
immer 9 > 1 annehmen, dagegen gibt (13) für » = 1 die speziellere 
Formel: 

r=q—2 


(14) er (= 1)26,,, oe = 1) >, = ES, "6.41: 


r=0 


$ 19. Reduktion einiger Produktsummen der Zahlen s, und 6,. 
Nach den allgemeinen Erörterungen des $ 18 ist es nun sehr 
leicht, eine Reihe einfacherer Formeln herzuleiten. Zu dem Ende 
setzen wir zunächst in $ 18, (12) g=1 und finden somit für p > 2: 
r=p—1 
(1) 1 Sp+1 =D Gp-rılr 
v—2 
und für p=2 speziell ,, — 5,, d. h.: 


a Bears I 


schreibt man aber in (1) die Glieder der Summe rechter Hand in 
umgekehrter Reihenfolge, so findet man wegen $ 18, (6), daß: 


r=p—1 


(3) S,Sp-r+1 — 5,41 — 26 


sein muß. 

Eine ähnliche Formel kann man auch aus $ 18, (12) herleiten, 
indem man dort p=2 und g=2n—2 setzt; man erhält dann: 

r—=2n —4 
(20 => 2)(Sn + Gr) mo 1)(r at In > Sgn-r-2 
Tr=0 

oder, nachdem man die Glieder der Summe rechter Hand in umge- 
kehrter Reihenfolge geordnet hat: 


r—=n—1 r—=n—?2 


2(sgn + @n-1,1) = E Sr 9n-2r > Sr+1' SQn-2r—1) 


r—l 1 
indem man in (3) p—=2n — 1 einführt, folgen daraus die beiden Re- 
kursionsformeln: 


2n +1 
(4) SgSgn_2 T SuSn-aT''" T Sn-a Tg San 
2n — 3 
(8) SgSan-s T Sans tt San-359 = — 5 N 21,1 


von welchen die erste wohlbekannt ist, 


Nielsen, T'heorie der Gammafunktion. 4 
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Setzen wir weiter in $ 18, (11) g=1, so ergibt sich: 


r=p—1 
d,,ı = 56 N en 
r=0 
und daraus unter Anwendung von $ 18, (7) und $ 18, (8) fürg—=1 
die weitere Rekursionsformel: 


r—=p 


(6) DB 2 pr + 2Yıp: 
rl 
Eine ähnliche Formel kann man aber auch aus $ 18, (10) her- 
leiten; die Annahme p=1 und g=2n — 1 ergibt in‘der Tat, daß: 
r=2n—2 
N = Pe = RR | 
r—=0 
sein muß; somit fließen aus (6) die beiden einfachen Rekursions- 
formeln: 


2n —1 
(7) 0,65, —2 a: 6,64 7445 = 691-208 = 9% 2 Sn 69,» 


2n —1 
EI On Golan a nah On ee 


von welchen die erste ebenfalls wohlbekannt ist. 
Um noch ein drittes Formelpaar dieser Art herzuleiten, setzen 
wir in $ 18, (10), (13) g=1; daraus folet: 


r=p—1 


2, en Er N 
Sp ie 0,6, Yp-nr+1 ’ 
r=1 
r=»p—2 
DE a5 Yp,ı = 6,41 Er > EEE: 
r=0 


eine Subtraktion dieser Formeln ergibt aber unter Anwendung von 
$ 18, (8) und $18, (7) fürgq =1: 

r=p2—2 
(9) erde 6,5 Ser  Pigri OR 

er) 
endlich findet man aus $ 18, (14) für g= 2» — 1 die entsprechende 
Formel: 


r—=2n—3 


Yan-ı,1 =, Ö 0-1 = > & Dreo,;ı gnr-1 # On 


r=0 
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daraus ergeben sich aber wegen (9) für p— 2n — 1 die beiden ge- 
suchten Rekursionsformeln: 
(10) Gang Ar 045 I ga NT = Syn 
1 
(11) [9822-1 LE Pe u DL Pr 
see Ö, on: 


Wir wollen ferner die Reihensumme: 


1 ar gl 
(12) = (nt) = ne ar gr F = a2 zn N n>1 
betrachten; die Formeln (4), (10) und (7) ergeben unmittelbar: 


(13) GgSgn_g + lassen at + lanzas — Nam, 
(14) 6 tut ten a (R—1),; 
durch Addition folgt daraus: 
= n—i 
(15) bon tun at tn = an: 


Erinnert man sich der beiden aus $ 14, (5), (6) hergeleiteten 
Identitäten: 


r=w@ 


(16) x cotg aa = = > EN st, 


r=0 


1 < an 
(17) ee u z D% ae 


so erhält man die Formeln (4), (7) und (10), indem man die heiden 
Reihen (16) und (17) in die Identitäten: 


D,(r eotg ax) = — na? — a? cotg? nz, 
7 2 
Da ootg aa) -— (u) 
7 e.d 
2 2 sn COLgenh 


sınzz& 
einführt. 


$ 20. Anwendungen auf (x) “t 0), P°«) und Ba): (Pa) + 0). 
Als Anwendung der allgemeinen numerischen Rekursionsformeln, 
welche wir in $ 19 entwickelt haben, wollen wir die Produkte von 
je zwei der vier Funktionen: _ 
wo) +0, PL-a)+ 0, Bi) BA - 2) 
entwickeln. 
4" 
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Aus $ 14, (5) folgt sogleich: 


n=&® 


(ee nn (ET 


n=4 


daraus aber wegen $ 19, (5): 
U-9)+ = WNL- m) -2.De,.2" 


Führen wir nun rechter Hand in dieser Formel statt c,, die ent- 
sprechenden Reihen ein, so findet man als Koeffizient der Summe 


1 1 1 1 
Bauen u er 
den Ausdruck: 
x : x° x ai 1 
Fa I a! 


nachdem man 1— x für x gesetzt hat, ergibt sich somit schließlich 
die Formel: 


(1) (U) + 0? - PO) I —28@), 


wo der Kürze halber: 


2) &@) Ile en): (F+>+3+: +) 


gesetzt worden ist; die Formel (1) ist für ]l—z|<1 bewiesen 
und ist somit für jedes endliche x anwendbar, weil die beiden Seiten 
in (1) analytische Funktionen in x sind. 

Erinnert man sich nun der Identitäten: 


Fo) +C—- (Fl—- + O)P=x° otg!xz, 
POT) + POL) 


sin’zz ’ 


[5 


so findet man aus (1) die ähnliche Formel: 
(3) (Fa) +O(PFI—- D+C= =" _2@)—-d—2. 


Eine dritte Formel dieser Art erhält man durch Multiplikation 
der beiden Identitäten: 


23) --(v(F)+O)+rlFt+ ld), 
2(#«) + 0) 21082 = (8(Z) + 0) + (e(H) + c), 
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von denen die letzte ja nur einen Spezialfall der Multiplikations- 
formel $ 6, (1) darstellt; eine Anwendung der Formel (1) ergibt näm- 
lich ohne weiteres: 


BAER + = PO + Ba log2+48(3)-3:)- 


2 2 


Aus $ 14,(6) erhält man weiter mittels $ 19, (6) die Ent- 
wicklung: 


(5) B?(z) = FOlx) — 27), 
wo der Kürze halber: 


(6) n(@) ee ee -) 


EN 


gesetzt worden ist; daraus folgt unter I der Identität: 
Ba) + BU - 2) = 
das ähnliche Resultat: 
© BaBAl—-)=na) -nl— m). 
Von den beiden letzten Produkten dieser Art: 
Bau -9+0, BU -a)ER) + 0) 


kann das erste nach $ 19, (9) entwickelt werden; man findet wie 
vorher, daß: 


E BÄFrA-)+Y)=-- PAl—nlg2-5@)+&(1— x) 


sein muß, wenn: 


©) I G+s+ +2) 


== & DIE 1 1 1 = N 
ee ee 
gesetzt werden, und somit schließlich: 
a1) BA-2) Pa) +0)=—- PP -lg2 —5(1—-2)+&(2). 


Wir erwähnen hier noch eine neue Darstellung der Funktion 
(x), die wir aus (1) erhalten können. Zu dem Ende bemerken 
wir, daß eine direkte Quadrierung der Formel: 


re Ich- ) 


‚sin TE 
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unmittelbar folgendes Resultat liefert: 


s=@ 


2 mw 1 
s=1 
\ En 1 f | 1 
24-2 ee een Bee 


s=l 
nun ist aber offenbar: 


Q 1 RE 
> rnern az ul 
sl 


also findet man vermöge (1) die neue Darstellung: 


(+ 0-.@-1) 


Tl le Se ee) 


Sl 


(12) 


In diesem 7Zusammenhange sei noch erwähnt, daß Bauer!) 
andere Darstellungen der Funktion (x) versucht hat, daß aber 
seine Entwicklungen offenbar divergent sind. 


Kapitel IV. 
Auswertung unendlicher Reihen und Produkte. 


S 21. Bestimmung einiger Grenzwerte. 

Die in $ 3, (7) eingeführte Funktion: 
() a) 
spielt in verschiedenen Untersuchungen eine wichtige Rolle; wir wollen 
hier von ihren Anwendungen wenigstens die wichtigsten erwähnen. 

1) Es sei n eine positive ganze Zahl, während x und y endliche 
Größen bedeuten, von welchen keine gleich Null oder einer negativen 
ganzen Zahl angenommen werden darf, dann ist: 


’ . |z@+9D...@+n 
I ee 


0.0} 
— |eier endlichen bestimmten Größe, 
() 


„ nachdem ER =) vorausgesetzt wird. 


1) Journal für Mathematik, Bd. 57, p. 261; 1860. 
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Man hat nämlich wegen (1): 


R _ nn an 
(3) z(£ +1): :(@+ mn) 5.1) 


und somit auch: 
4 EN: tm 9,41%) 
(&) Renee rl 
woraus der Grenzwert unmittelbar folgt. 
2) Für den allgemeinen Binomialkoeffizienten: 


c—1 nos un 
= )=-- I". 17243” 


hat Cauchy') den Ausdruck: 
% 2 FREnZE 
(8) ( n ) HA 


angegeben. 


8 21. 


55 


3) Es bedeuten p und q zwei positive ganze Zahlen, während die 


2p +2q Veränderlichen a,, a,, b, und b/ der Bedingung: 
++. +a)+@a +9 + +a)- 
io, +b, = BETT b,) sr (bi u a vE DR) 


| 


(Greniige leisten, sonst aber ganz willkürlich angenommen werden dürfen, 
so jedoch, daß keine von ihmen gleich Null oder einer negativen ganzen 


Zahl wird; dann hat man den Grenzwert: 


I'(a, + n) Tr T To, —n) sin (wb,.) 
(2) lim II Tb, tn) : T(b/ —n) -/I sin(za,) ? 


n=@ 
wo n als positive ganze Zahl nn ist. 
Man hat nämlich: 


Ta +n)=2(@ +1). (e+n—1):T(e), 
I‘) 


(8) I(& + n) = 3,0) -(n — 1)!n®; 
weiter findet man: 
er ie ENT) 
NN ernennen 


daraus aber in ähnlicher Weise: 


(9) BA I 


(n — 1)! n1=* 


Bezeichnet nun, für einen endlichen Wert von n, P, das Pro- 
dukt linker Hand in (7), so hat man vermöge (8) und (9): 


s=p s=q 
Be Tas)  ®n(bs) IE EA 
= re 3.) L1T0) 30-8) 


1) Exercices de Math. I® annee, p. 10; 1826. 
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läßt man aber in dieser Formel n über jede Grenze hinauswachsen, 
so findet man unmittelbar die Formel (7). 

In dem speziellen Falle g=0 findet man die einfachere Formel: 
’ T(a,+ n) 
(10) im] ; nr —1, 


n=@ 


vorausgesetzt, daß: 
En 


angenommen wird. 


$ 22. Die hypergeometrische Reihe F(«, ß,»,1). 


Setzt man mit Gauß): 
« .ß ea +1) PRB+D 
(1) a het) N zen Mo na 
und bezeichnet «, das (n + 1)'* Glied rechter Hand in AN so ist 
wegen $ 21, (4): 


Fer. 3.) ne+ß-Y-1:. 


EROREN 
somit ist die unendliche Reihe rechter Hand in (1) offenbar un- 
bedingt konvergent, falls nur: 

(2) Rr—a—B)>0 

angenommen wird; denn wenn wenigstens eine der Zahlen « oder ß 
Null oder negativ ganz ist, reduziert sich die Reihe F' auf eine 
endliche. 

Nachdem wir die unbedingte Konvergenz unserer Reihe 
nachgewiesen haben, wollen wir nunmehr ihre Summe suchen. 
Zunächst finden wir nach einer einfachen Rechnung die beiden 
Formeln: 


(3) Mo br») Fa, Br D--- Ab? BEL, l), 


(4) Faß y+1,1)—- F(e,ß,y, 1)= en Aka, ß+1,y+2, i), 


von denen die erste offenbar durch Vertauschung von « und ß eine 
ganz analoge liefert; denn Z(«, ß,y, 1) ist ja eine in den beiden 
Elementen « und ß symmetrische Funktion. 

Wenden wir weiter auf das (n + 1)" Glied der Reihe: 


PFß+1,y+1,1) 


1) Comment. Gotting. Bd. 2, p. 1; 1812. Werke Bd. III, p. 126. Deutsche 
Ausgabe, p. 1. 
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die offenbare Identität: 


ee ee 

an, so ergibt sich die Formel: 
5) Brl@B+1,y+1,D)=rYF@By,D)-7- DFB r+1)), 
aus welcher man offenbar durch Vertauschung von « und ß eine 
ähnliche herleiten kann. 

Setzt man aber nun in (5) «+1 für «, so kann mıan mittels 
(3) die Funktion F(@«+1,8+1,7 + 1,1) eliminieren, und wir ge- 
langen so zu der Formel: 
(6) 2er DO BFer ld yr +12); 
setzt man in (3) ebenso y--1 für y und eliminiert mittels (4) die 
Funktion F(e+1,8+1,y-+ 2,1), so ergibt sich: 
) «Fla+ By +) +Y-e)FlaBr + 11)=rFl@By,D); 
somit führt (6) endlich zu der Rekursionsformel: 
(8) I(a, ß, », 1) == mare N Fe, Pr n- 1, 1), 
die aber vorläufig nur für: 

NKy—a-P)>1 

bewiesen ist. Bemerkt man indessen, daß die beiden Seiten von (8) 
offenbar in y analytische Funktionen sind, wenn nur die Bedingung 
(2) befriedigt wird, so leuchtet ein, daß auch (8) unter dieser Be- 
dingung gültig ist. 

Bedeutet nun » eine positive ganze Zahl, so findet man aus (8), 
indem man dort statt y der Reihe nach y+1,9+2,:-,„y+n—1 
einführt, folgende allgemeine Rekursionsformel: 


0 aan 


da nun offenbar: 
im Fa,» tn 1)=1 
ist, so findet man aus (9) die gesuchte Formel: 


Ty)Ty—a—ß 
(10) F(«, ß, Y, 1) = Baer = ? 


die von Gauß!) herrührt. 
Eben die Formeln (9) und (10) sind es, welche Gauß auf seine 
Definition der Gammafunktion als Grenzwert von ‘5, geführt haben. 


1) Comment. Gotting., Bd. 2, p. 28; 1812. Werke, Bd. III, p. 147. Deutsche 
Ausgabe, p. 35, 
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$ 23. Verallgemeinerung der Goldbachschen Reihe. 


‚Es bedeute p eine endliche positive ganze Zahl, und es sei r—p 
oder r=p-+1. Wir suchen Bi den Wert der Doppelsumme: 


Zu dem Ende gehen wir von der Indentität: 
1 1 
(2) nn—ı1) nm? er r + n' = 


aus, wo |n | > 1 vorausgesetzt werden muß, und führen in sie statt 
n jede Zahl von der Form: 


(8) Pe) 
ein, indem wir jedoch die Zahlen: 
(4) pı+tr”, n22 


ausschließen, die ja nach unserer Voraussetzung über r sämtlich 
derselben Differenzenreihe wie (3) selbst angehören müssen; durch 
die Addition aller so erhaltenen Gleichungen bekommen wir rechter 
Hand eine Doppelreihe, deren Glieder sämtlich positiv sind, und 
deren einzelne Horizontal- und Vertikalreihen sämtlich konvergieren; 
die Glieder unserer Doppelreihe können daher willkürlich geordnet 
werden, so daß es erlaubt ist, die Vertikalreihen zuerst zu sum- 


mieren, woraus sich die Identität: 


Sr us 1 ae n=zn s=w 
“2 _ Bernger ren Zorn 


ergibt, in welcher der Akzent nach dem Summenzeichen linker Hand 
bedeutet, daß in dieser Summe die Glieder, welche die Zahlen (4) 
enthalten, auszuschließen sind. 

Aus (5) findet man aber leicht: 


s=@% nz@ s==@ 


Sem II 
(6) (ps+r)\(ps+r—1) _ — (ps + r)”((ps + rn” = 


nzan s=e@ 


5 BD Teen 


n=2 s=0 


Da nun offenbar: 


; Ü 1 1 
u a aa m 
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ist, so fließt aus (6) die einfachere Formel: 


nz@as=@ s=® 


(8) 22 an on ? 


s= 


welche in noch eleganterer Form dargestellt werden kann; beachtet 
man nämlich die aus (7) folgende Identität: 


1 1 1 il 
wtn@sH+r—D p|lr-i r ? 
ee + =) 
so ergibt sich schließlich die merkwürdige Formel: 
ITET il r 1 
(9) >> Be DR au) er )); 


in der also r=p oder r=p+ 1 zu setzen ist. 

Setzt man speziell in (9) r=2, p=1, so findet man die von 
Goldbach!) angegebene Formel: 
(10) >>: - jr — = 1» 


während die Annahme r—=p=2 folgende Formel von Euler!') liefert: 


nz@a s=@ 


(11) re EErT — log 2. 


n=2 s=0 


Wir bemerken noch, daß Catalan?) ähnliche Reihen unter- 
sucht hat, ohne jedoch die Formeln von Euler und Goldbach 
direkt zu verallgemeinern. 


$S 24. Durch (x) summierbare unendliche Reihen. 


Die Funktion (x) und ihre nach x genommenen Ableitungen 
erlauben uns, wie Appell?) beiläufig bemerkt hat, Reihen von 
sehr allgemeiner Form zu summieren; von diesen Reihen wollen wir 
zuerst einen spezielleren Fall betrachten. Es seien nämlich: 


01, O9, 93, °'', ©, 


n endliche und verschiedene Größen, während: 
6) Ha)=-@-0)@ 9) (@ 9) 


1) Moritz Cantor, Vorlesungen über die Geschichte der Math, Bd. IH, 
pp. 644, 645; 1898. 

2) Journal de Mathematiques, Bd. 7, p. 1—12; 1842. 

3) Comptes rendus, Bd. 86, p. 953; 1878. 


60 Erster Teil. Analytische Theorie der Gammafunktion. 


sein mag; dann ist bekanntlich: 


KEN 
< 1 2 ı 14 
(2) H (x) - He) x,’ 
s=1 


multipliziert man aber die beiden Seiten in (2) mit z, so ergibt die 
Annahme x = oo, daß: 


5) 1 
8) 2 mo)” 
1 


sein muß, daraus folgt wegen (2): 


sen 


Harn u 2 oe Beer ent 


und somit liefert uns die Definition von P(x) die Formel: 


I 1 Q IR)" 
(4) B2 He+n >; HD) ? 
RN) s=1 


denn die Gleichung (3) zeigt deutlich, daß die Eulersche Konstante 
rechter Hand in (4) wegfallen muß. 


Beachtet man aber die Identität: 
1 1 1 


2—0,+24+r qg 2—-o+r a 
q 


so findet man in ähnlicher Weise die noch allgemeinere Formel: 


ae sen 
> 7 Lore er >= una 
SL ER 


wo q eine endliche positive ganze Zahl bedeutet, r aber eine der 


Zahlen 


0, ie 2, De | 
ist. 
Setzt man speziell: 
(6) OS r 1 7 
so zeigt die Identität: 


am) wa) ++ 


c+1 Bu zs+-m—1? 
daß die Funktion (x) rechter Hand in (4) wegfallen muß; die 
Summe der betreffenden Reihe wird demnach eine in x rationale 
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Funktion. Die so erhaltene elementare Formel werden wir später 
in $ 30, (8) noch auf andere Weise herleiten. 

Setzt man in (5) in ähnlicher Weise r—0, q=2, so ergibt 
sich eine Formel, welehe wir in $ 31, (4) durch andere Methoden 
herleiten wollen. 

Es ist offenbar, daß dieselbe Methode, wie Jensen!) bemerkt 
hat, auch auf die rationale Funktion: 

b,an=2 4 b, 0873 b 
Ol re se 
anwendbar ist, falls nur “ Grad des Nenners denjenigen des 
Zählers um mindestens zwei Einheiten übersteigt. Ist nämlich: 


m=p B=g 
a tee 
m=1 s=1 5 


wo die r, ganze Zahlen bedeuten, die sämtlich größer als 1 sind, 


so findet man ähnlich wie vorher: 


(8) Bra nl 
daraus ergibt sich folgende Verallgemeinerung von (5): 


| Dre +in4D--4., Da (FH -) + 


m=p 


ee 1) se Em. (mn-) — = ı 
N a nz. y!m m 2 en a) 2 


m= 


9) 


wo %k eine positive ganze Zahl bedeutet, während / eine der Zahlen 
01,2, 3:..,k—1 
ist. 
Setzt man dagegen: 
bar ban-2h...4d,_ 
(10) R(«) Se A, „ar it...+a, : ’ 
so daß der Grad des Nenners denjenigen des Zählers genau um eine 
Einheit übersteigt, so findet man zwar eine Auflösung von derselben 
Form wie (7), die Gleichung (8) ist aber nicht mehr richtig; die 
entsprechende Reihe von derselben Form wie (9) wird daher diver- 


gent. Dagegen findet man eine (9) ziemlich ähnliche Entwicklung 
für R(x) — R(y), nämlich: 


1) Nyt Tidsskrift for Mathematik, Bd. 2B, p. 48; 1891. 


62 Erster Teil. Analytische Theorie der Gammafunktion. 


> (Ra +kh+b— Ry+kk+D) 
1=0 
(11) ‘= : > ß, [# ( Ne a ı _ı (* = 
sel 
De an Kiz <y (Ft) Be) = em Es a 


m=1l 


Wir überlassen es dem Leser, die Untersuchung der Funktion: 
s-o 
(12) C(&) = => (cots a(c +5) +0) 
s=0 
und ihrer Anwendung auf die Summation von lteihen, deren 
n‘® Glied eine rationale Funktion von sin (2an) und cos (2an) ist, 
selbst durchzuführen; die Analogie dieser Aufgabe mit derjenigen, 
welche wir gelöst haben, ist von Appell!) bemerkt worden. 


$ 25. Durch I‘(x) und P(x) ausdrückbare unendliche Produkte. 


Die Produktdarstellung $ 4, (1) für I'(x), nämlich: 


R% 
sen Fr 


Üx N 


ro EEE ex 
(1) Dee I] — 


x? 
san “ 


gestattet uns unmittelbar, gewisse unendliche Produkte - mittels 
Gammafunktionen unter endlicher Form auszudrücken. Man findet 


z. B. aus (1): Fe 
(2) I'(« a ar y) 1 (1 % & ie | (1 = a a 


und daraus vermöge $ 22, (10) die Produktdarstellung der hyper- 
geometrischen Reihe, wenn das vierte Element gleich 1 genommen 
wird: 

Dre >) 
ß ’ & & 
ee 

f y-s y—a—ß-+s/J’ 

s=0 

die Unsymmetrie in « und ß rechter Hand ist in (3) sichtlich nur 


scheinbar. 


1) Comptes rendus, Bd, 86, p. 956; 1878, 
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Aus (2) findet man, wenn « und ß reelle Größen bedeuten, 
speziell: 


( | pr |? -JI (! Be - == a) 


eine Formel, die man ebenso wie ) Mellin!) verdankt. 
Mit Mellin setzen wir noch allgemeiner: 
Pee)= ac tm +... + 0a,m" 
und bezeichnen durch: 
a 


die Wurzeln der algebraischen Gleichung n" Grades: 


„1 + B()] = +aarit.. ta, —=0 


Da nun wegen (1): 


s=® au 


T«) — po=Ca,y Er Y > 3 
I\x — «,Y) £ i | | (1 ek 


s=Vy 


ist, so ergeben die Identitäten: 


nd en = — a; 


1+B2)-(-0 ia 2)-(i-et) 


folgende allgemeine Formel von Mellin?): 


8 Urea Terra)”. 


Setzt man speziell: 


Ba)", 


&, &, &, , € 


und bezeichnen: 

n 

die n“" Einheitswurzeln, so findet man aus (5), wenn man —=1 
setzt und hinwiederum x statt y einführt, die von Liouville?) an- 
gedeutete Formel: 


(6) II ra _ 0) = (1 B° (2)) 


1) Acta Mathematica, Bd. 15, p. 324; 1891. 

2) Acta Mathematica, Bd. 3, p. 322—324; 1883. Öfversigter der Helsing- 
forser Akademie, Bd. 26, p. 173; 1884. 

3) Comptes rendus, Bd. 35, p. 321; 1852. Journal de Mathömatiques, 
Bd. 17, p. 453; 1852. 
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Die andere spezielle Annahme: 


Ba)=a’ 


ergibt in ähnlicher Weise die Formel: 


oe, 


wo 
Ö,, Ö,, Ö,, a2 Ö, 
die Wurzeln der Gleichung 


=—l1 


bezeichnen; aus (6) und (7) findet man aber durch Division die 
neue Formel: 


ren s=@ 
g 74 — 9,8%) 2 II ern 
(8) T1—2,0), "4a" 
r=1 s=1 


und daraus nach einer einfachen Reduktion: 


ren-—li = 
an 2. II - 1-2? +24 ..:.4 a1 Pie 
2 —% T(1 — 8%) 1-+x” "+"? 

Al s=2 


wo also &,—= 1 zu setzen ist. Aus der Annahme «<= 1 folgt somit 
die numerische Formel: 
r=n—1l s=a@ 
N Sl 
9) 1-0,)-J I- eine 
(9) T1-8,): ei 2 "+1 
el s=2 
Der Spezialfall von (9), welcher n = 3 entspricht, ist besonders 
interessant; setzt man nämlich: 
ren ds) _ 14V "| —1H#iy3 
s a Sue ae 
so wird das Produkt linker Hand in (9) offenbar gleich: 


aa Wer 


Beamer A1+iya 1-iys Sd; 
RE 2 2 2 


daraus ergibt sich das interessante Resultat: 


s=Xx 
SET 
10 [ | REIN ie 
( ) s®+1 SE% 
Kor 
welches man Gram!) verdankt. 


1) Nyt Tidsskrift for Mathematik, Bd. 10B, p. 96; 1899. 
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Wir wollen nun noch ein Produkt von etwas anderem Charakter 
als die vorhergehenden betrachten und leiten zuerst aus der Defini- 
tion der Funktion (x) folgende Produktdarstellung her: 


s=@ 


Pe) oe 4 2 
e’ N Lig e +5 I: 
| 
die Formel: 
(@) TI ; 
ae a 
—  — = eh. (14 1£ ——).e *® 
Pe+y) e I tz4s 
sa 


liefert dann unmittelbar folgende Formel von Mellin'): 


s=@ 


we, Ta) Bar 
Y: (x # ch Be sn 5 in er 
(1) e cell er 
s=0 
daraus folgt dann noch die speziellere Formel: 
s=e® A 
: Ela 1 ar 
(12) era=a.] (+) e +, 
S=0) 


die man ebenfalls Mellin') verdankt. 
Es ist offenbar, daß die allgemeine Mellinsche Formel (5) uns 
das Analogon zu der allgemeinen Formel $ 24, (9) darbietet. 
Appell?) hat bemerkt, daß die Funktion: 


af C(a)dz 
(13) Die)=e'! 
wo O(«&) die in $ 24, (12) definierte Funktion bedeutet, so daß also 
D(x) in demselben Verhältnis zu O(x) steht wie I'(z) zu P(x), 
in ähnlicher Weise die Ermittelung derjenigen unendlichen Produkte 
erlaubt, deren allgemeiner Faktor eine rationale Funktion von 
sin (2an) und cos (2an) ist. 


’ 


1) Öfversigter der Stockholmer Akademie 1883, Nr. 5, p. 6; Öfversigter der 
Helsingforser Akademie, Bd. 26, p. 175; 1884. 
2) Comptes rendus, Bd. 86, p. 956; 1878. 
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Kapitel V. 
Fakultäten und Fakultätenkoeffizienten. 


$ 26. Die Stirlingschen Zahlen erster und zweiter Art. 


Das endliche Produkt: 
ala +d)(a+2d)---(a+m— 1)d), n positiv und ganz, 
welches man eine analytische Fakultät genannt hat, spielte eine recht 
wichtige Rolle in der mathematischen Literatur der ersten Hälfte 
des vorigen Jahrhunderts; man hat dafür auch ein eigenes Zeichen 
eingeführt, nämlich: 
(1) ard—ala+d)(a+2d)--- (a +m— Da): 

Die ersten Schriftsteller, welche sich mit diesen Fakultäten be- 
schäftigt haben, sind Stirling!), Vandermonde?) und Kramp?°); 
die beiden ersten betrachteten jedoch nur den Fall d=1, während 
Kramp das Zeichen linker Hand in (1) eingeführt hat. 

Gauß*) drückt die Fakultät a”! mittels Gammafunktionen aus; 


er findet nämlich aus (1): 
u — 5 e NZ en) zz al ed 


so daß die Fundamentaleigenschaft der Gammafunktion unmittelbar 
die Formel: 


(2) arla =. 


(a) 


liefert; aus ihr folgt durch Einführung der Funktion $,(2): 


Ad". m —1)!nd 


(4) 


Gauß*) polemisiert daher auch gegen die augenscheinliche All- 
gemeinheit der Fakultät a”!*, indem er folgendermaßen schreibt: 


(3) ar ICh 


1) Methodus differentialis; London 1730. 

2) M&moires de l’Acad. Royale des Sciences 1772, p. 489—498. 

3) Analyse des refractions astronomiques et terrestres; Leipzig 1799. 

4) Comment. Gott., Bd. 2, p. 27; 1812. Werke Bad. III, p. 146. Deutsche 
Ausgabe, p. 34. 


Kapitel V. Fakultäten und Fakultätenkoelfizienten. $ 26. 67 


„Es erscheint indessen ratsamer, eine Funktion einer Ver- 
änderlichen in die Analysis einzuführen als eine Funktion dreier 
Veränderlichen, um so mehr, als diese sich auf jene zurückführen 
läßt.“ 

Nichtsdestoweniger ist in der nächsten Zeit nach der Publika- 
tion der Gaußschen Abhandlung sozusagen eine ganze Literatur 
über die analytischen Fakultäten emporgewachsen; wir erwähnen 
hier nur die Arbeiten von Bessel?), Crelle?), Müller?), Oettinger‘), 
Ohm?) und Raabe). 

Die Formeln (2) und (3) zeigen, daß das Genie eines Gauß 
mit der Fakultät als selbständigem Funktionenbegriff fertig war; 
indessen mußte noch das Genie eines Weierstraß’) hinzukommen, 
um die Rätsel des eben genannten Begriffes durchdringen und 
daraus die vollständige Definition der Funktion 1:T’ (x) herleiten 
zu können, obgleich dies ja in der Tat von Gauß geschehen war 
mit der Einführung der Funktion %,(x) und deren Grenzwert für 
n= %, d.h. der Gammafunktion selbst. 

Mit der klassischen Arbeit von Weierstraß ist es mit der 
Fakultät als selbständigem Funktionenbegriffe aus, und das Zeichen 


- 


a”! ist nachher schnell und gewiß für immer verschwunden, so 
daß die moderne Bedeutung der Fakultäten wohl auf diejenige von 
Entwicklungsfunktionen zur Bildung der sogenannten Fakultäten- 
reihen beschränkt sein dürfte. R 

Den vorhergehenden Bemerkungen gemäß betrachten wir nur 
den Fall d= 1 und setzen identisch für die Fakultät vom Range n 
und mit dem Argumente x: 


(4) za +1). - («e+n—1)= (ar + Olar-i+... + Orig; 
die positiven ganzen Zahlen C? werden dann die Fahkultätenkoeffizienten 
vom Range n oder auch die Stirlingschen Zahlen erster Art genannt; 


denn Stirling®) hat zum ersten Male ihre Bedeutung erkannt und 
eine Tafel der ersten dieser Zahlen berechnet. 


1) Abhandlungen, Bd. II, p. 342—352. 

2) Journal für Mathematik, Bd. 7, pp. 253—305, 314—380; 1831. 

3) Ebenda, Bd. 11, p. 361—372; 1834. 

4) Ebenda, Bd. 33, 35, 38, 44. 

5) Ebenda, Bd. 39. 

6) Ebenda, Bd. 43, p. 283—292; 1852; Bd. 48, p. 130—136; 1854. 

7) Journal für Mathematik, Bd. 51, p. 1—60; 1856. Abhandlungen aus 
der Funktionenlehre, p. 183—260. Werke Bd. I, p. 153—-221. 

8) Methodus differentialis, p. 11; London 1730, 
5* 
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Die Definition (4) ergibt unmittelbar den Satz: 
Der Fakultätenkoeffizient CP ist, für p > 0, die Summe der 
(" ” ) möglichen Produkte mit p verschiedenen Faktoren, welche man 


aus den Zahlen 
U | 

wählen kann, während immer: 
(5) Oel 
zu setzen ist. 

Multipliziert man nun die beiden Seiten von (4) mit & + n, so 
ergibt sich die Rekursionsformel: 
(6) Or =ORtn- Or, 
während die Annahme 2 = 1 die numerische Gleichheit: 
(7) n!= (+02 +02 +: 4+ O1 
liefert, aus der hinwiederum die wichtige Ungleichheit folgt: 
(8) nı> CH, FO <P<zn—t: 

Den reziproken Wert des Produktes linker Hand in (4) nennen 
wir die Fakultät vom Range — n mit dem Argumente x; benutzen 
wir die elementaren Identitäten: 


sen—1l/[ s(m—1 
(n — 1)! E) ) 
2c+1). - @+n—1) cs ? 


s=0 
1 1 r r? 


atr & a: 2 


Ee} kelDr; 


so erhalten wir offenbar eine Entwicklung von der Form: 


s=o@ 


2 —ye, 
& (2 +1): --@+n— 1) Dr nr A 


‘=0 


wo der Kürze halber 


s=n—2 
r 1 \) I ut n+r— 
(10) Bene ) a -s- 1 r>0, 
s=0 
LI] 
gesetzt worden ist. 
Die durch die Formeln (10) und (11) definierten positiven 


ganzen Zahlen EC} nennen wir die Fakultätenkoeffizienten vom Range 
— n oder auch die Stirlingschen Zahlen zweiter Art; denn Stirling') 


1) Methodus differentialis, p. 8; London 1730. 
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hat auch die Bedeutung dieser Zahlen zum ersten Male klar erkannt 
und eine Tafel derselben berechnet. 

Setzt man in (9) »+1 für » und multipliziert man die so 
erhaltene Formel mit &+n, so erhalten wir die zu (6) analoge 
Rekursionsformel: 


(12) EEE OR 


S 27. Anwendung der Stirlingschen Zahlen. 


Die Stirlingschen Zahlen beider Arten sind durch eine überaus 
große Menge von Relationen miteinander verbunden'); wir können 
indessen hier nicht näher auf alle diese Formeln eingehen, müssen 
uns vielmehr auf einige einfachere Anwendungen dieser Zahlen be- 
schränken. Zunächst gehen wir von den wohlbekannten Differential- 
formeln?): 

s=en-—1 
(1) Dif(log ©) = I 1’ Fe 9 denne 
s=0 


sen-—l 


(2) Dr (e*”) a ıı.. £ ODER 
s=0 


aus, von welchen die eine als die umgekehrte der anderen anzusehen ist. 

Die Annahme: 

flog x) = y(@), Fl) = ple*) 
ergibt nämlich: 
Dif(log2)=- 9" (@), Digle)=f"(); 
setzt man daher: 
g”l)=a, F’U=-b, 

so findet man aus (1) für x—=1 und aus (2) für &— 0 unmittelbar 
die beiden Formeln 


D 


s=en-—l 


(3) „=D NV. 
=, 
s=-n-—1l 


(4) b,, =D GH, 
SU 


1) Man vergleiche meine Abhandlung: Recherches sur les polynomes et 
les nombres de Stirling, Annali di Matematica, Bd. 9, p. 287—318; 1904. 
2) Schlömileh, Kompendium, Bd. II, pp. 10, 13; 1879. 
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wo also » > 1 anzunehmen ist; dagegen findet man natürlich 
speziell: 

r en 

(5) Rue 


Bestimmt man also für n=1, 2,8, -:,r aus (3) die Zahlen 
bi, ba, ,Dd,, so findel man genau die Ausdrücke (4) und umgekehrt. 
Als eine erste Anwendung dieses Umkehrungsprinzipes wollen wir 
die Gleichungen $ 26, (4) fürn —=1, 2,3, ---,r nach den Potenzen 
von x auflösen; dadurch findet man unmittelbar die schon von 
Stirling') herrührende Formel: 
sen-—1l 
(6) ao x EIS 
s=0 
Da die entsprechende Umkehrung der Formel $ 26, (9), d. h. 
die Entwicklung von x” nach Fakultäten negativen Ranges eine 
besondere Konvergenzbedingung erfordert, können wir diese Um- 
kehrung erst in $ 30 mitteilen. 
Wir bemerken, daß die Formeln (1) und (2) unmittelbar die 
beiden Potenzreihenentwicklungen: 


sS=@ 


Has 1) & 1 NV NT OR AN S 
(2) m! (log (l — =) Kants! 
SR) 
2 1 „N r ( 1°C, 41 mR+S 
(8) a! A 2) = >: Mn tst Ban 
s=( 


liefern, von welchen die erste für |® |< 1 anwendbar ist, während 
die letztere eine beständig konvergierende Potenzreihe ist. 

Wir wollen noch ein paar andere Anwendungen der Zahlen 
&,;ı kurz erwähnen: 

1) Dezeichnet man durch 2,,, die Summe derjenigen Polynomial- 
koeffizienten : 

7! 
An en ’ u Yan I Eh, 

in welchen keine einzige der p Zahlen vr, Y3,°**, r, gleich Null ist, 
so hat man allgemein: 


RP 
(9) . Dh! Mt le 
Erstens findet man nämlich 


C on .2.9, 200, vn—2» 
8 a ea 8, ) 


1) Methodus differentialis, p. 8; London 1730. 
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zweitens ist allgemein: 


sen 


(a, d, 1 BAER: 4 Bi () EESLOR au ER nu Pe ae We 


s—U 


woraus die Rekursionsformel: 


s=n—1i 
2,n za i Er 
il 
folgt, und die vollständige Induktion ergibt dann die gesuchte 
Formel (9). 
2) Für die höhere Differenz einer einzigen Potenz von x findet 
man den Ausdruck: 


r=p 


(10) Porn! > () Veran, 


Es ist nämlich: 1; 
Ag a Y() (ce +n —s). 


N) 


S 28. Die Stirlingschen Polynome. 


Die reiche Literatur über die Zahlen O0? und &) bietet mehrere 
allgemeine independente Darstellungen dieser Zahlen dar. 

Cauchy!) hat z. B. statt e-* die entsprechende Potenzreihe 
in $ 27, (8) eingeführt; eine Anwendung der Polynomialformel gibt 
dann ohne Mühe eine independente, aber praktisch unbrauchbare 
Darstellung der Zahlen 67; es ist offenbar, daß eine ähnliche 
Methode uns auch die independente Darstellung der Zahl O7 liefert. 

Schläfli?) hat auf andere Weise eine solche independente Dar- 
stellung der ( gefunden — but this law is a very complicated 
one — sagt Cayley’) und mit Recht; denn Schläfli drückt die 
Zahlen 07 durch vielfache Summen aus. Indessen sagen die 
Formeln von Cayley nichts über die analytische Natur von 0}, 
dasselbe gilt für die Determinantenausdrücke, welche von Zeipel®) 
gegeben hat. Wir bemerken endlich, daß Schlömilch?°) die Zahlen 


07 mittels der C/ ausgedrückt hat. 


1) Exercices de Mathematiques, III® annde, p. 147—154; 1828. 

2) Journal für Mathematik, Bd. 43, p. 1—22; 1852. 

3) Quarterly Joumal, Bd. 3, p. 308; 1860. 5 

4) Jahrbuch der Universität Lund (schwedisch) 1870. 

5) Journal für Mathematik, Bd. 44, p. 344—355; 1852. Kompendium, 
Bd. U, p. 28; 1879. 
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Während also die Frage nach einer allgemeingültigen independenten, 
aber praktisch brauchbaren Darstellung der Stirlingschen Zahlen 
noch eine offene ist, kann man ohne große Schwierigkeit über 
die analytische Natur der Zahlen 0? und &} interessante Auskünfte 
erhalten, indem man die beiden Potenzreihen $ 27, (7) und (8) ver- 
allgemeinert. 

Zu dem Zwecke bezeichnen wir mit x eine endliche, von — 1 
verschiedene reclle oder komplexe Zahl, dann findet man offenbar 
eine Potenzreihenentwicklung von der Form: 


re ES 1 
o (SE) "-1r@4+1-Du@-ett jel<2r, 
& rn 
s=0) 
in welcher (x) ein ganzes Polynom n‘°* Grades in x mit rationalen 
Koeffizienten sein muß. 
Diese Definition der Funktionen %,(x) liefert für sie unmittelbar 
eine Funktiovalgleichung; multipliziert man nämlich in (1) mit 


—-r—1 


& ‚so ergibt die Differentiation nach « die Differenzengleichung: 


2)  @+Dda@+Dd-@-n)ya) + Ra + Du; 


außerdem findet man direkt den Anfangswert: 
1 
(3) Ha) 


Nach diesen Erörterungen wollen wir nunmehr den Satz be- 
weisen! 

Die Polynome %,(x), welche wir als Stirlingsche Polymome_ be- 
zeichnen wollen, sind durch die Gleichungen (2) und (3) eindeutig 
definiert. 

Zu diesem Zwecke setzen wir zuerst n (2) »— 1; es ist dann 
offenbar, daß ı, (x) weder eine Konstante sein darf, noch eine höhere 
Potenz von x als die erste enthalten kann; man findet daher: 


ers 
ee ONE 
U, (x) = 4! (X E- 2); 
es sei nun firr=0,1,2,:-,n—1: 
(4) b,(X) = 6,08 + RR ie ie Er; ar O,r_ı% + ee 
setzt man demnach: 
EN RVEN wet j 
U, ©) 2 Aa? an a, @® en A a ER E, PiR 2) 


so ist die Annahme p < n offenbar unmöglich; setzt man aber anderer- 
seits p>n voraus, so ergibt eine einfache Rechnung: 


A ee Pe m-n-1 2; 0, 
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und somit muß »,(z) ein Polynom genau n‘” Grades in x sein. 
Wendet man daher die Bezeichnung (4) auch für r—=n an, so 
liefert (2) die lekursionsformeln: 


©) En Ya nn 
(2n ie DE: = 9n-1,9-1 27 n-1,P in 


S s—=n—1 

(6) — n— 8 a m—S 

Se 

indem man in (6) für p=n den Koeffizient 6,_,„— 0 zu setzen hat. 
Die Formel (1) erlaubt uns noch einige numerische Resultate 


herzuleiten; setzt man z.B «= — 2, so wird: 
(— 1” 
während die Annahme «= 0 wegen $ 18, (3) das weitere Resultat: 
- ee DE 
(8) ob, n (0) => 0, %, n+i1 (0) = em 21 " Den 


ergibt, wo die B, die Bernoullischen Zahlen bedeuten; aus (2) 
findet man weiter für = — 1: 


v,0)=-R +1) 


und daraus wegen (8): 
43 n+1 
Se B 


(9) Van 1) = 0; ia 1) = (an + 2)!(2n St 2) ; n+1) 
aus (8) und (9) findet man aber den Satz: 

Das Stirlingsche Polynom mit geradem Index, %,,(x), ist für 
n>0 immer durch x(x + 1) teilbar. 

Setzt man in (2) «+ mn statt n, so erhält man die Formel: 
(10) (e+n+2)y, (ea +n+1)-(e+n+1)vp,_ ‚(a+tn)=ay,(c+tn); 
indem man statt n nacheinander n— 1, n—2,n—3, „2,1 
einführt, und die aus (3) hervorgehende Identität: 

+ 2Yvla) =1+%: Wa) 


anwendet, folgt aus (10) die Summenformel: 


(11) (e+n+2)v(e+tn-+ YD=-l+taDva@t9), 

s—=0 
aus welcher man mehrere numerische Resultate herleiten kann; setzt 
man'z. B. £=0, so wird: 


(12) Rn +1) 


1 
n—+ 2 
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und somit für = 1: 
Sr b © 1 1 1 il 
(13) v,(n +2) = SE (4 +, al 3) 


Als Verallgemeinerung der Formel $ 27, (7) findet man die 
Potenzreihenentwicklung: 


s=o 


el ep el<1; 
S=0 


denn es leuchtet ein, daß die Koeffizienten in dieser Reihenent- 
wicklung in x ganze Polynome sein müssen, und multipliziert man 
mit a*, so ergibt die Differentiation nach « eben die Formel (10), 


während schließlich $,(2) = i wird. 


Die allgemeinen Reihen (1) und (14) sind wohl zuerst von 
Ubbo Meyer!) untersucht worden. Meyer hat auch die Abhängig- 
keit der Koeffizienten dieser Reihen erkannt”), ohne jedoch die 
Funktionen %,(x) einzuführen. 

Die Formeln (11) und (14) in Verbindung miteinander sind 
sehr interessant; setzt man in der Tat N(x) > 0 voraus, so muß die 
Potenzreihe rechter Hand in (14) offenbar für «= 1 divergieren; 
es leuchtet somit ein, daß der absolute Wert des Produktes linker 
Hand in (11) mit » über jede Grenze hinauswachsen muß. Schröder?) 
hat den Grenzwert von y,(n — 1) für n = © bestimmt. 

Vergleichen wir endlich die beiden Formeln (1) und (14) mit 
s 27, (7) und (8), so finden wir folgenden Satz: 

Dedeuten n und r positive Zahlen, so lassen sich die Stirlingschen 
Zahlen erster und zweiter Art mittels der Stirlingschen Polynome 
folgendermaßen darstellen: 


(15) On+ı = 2 ze „ham, n2r, r>0, 
a f rl N 4 
(16) nun), 7>0, 


Da die Formeln (15) und (16) die independente Darstellung 
der Stirlingschen Zahlen auf die Bestimmung der Funktionen &,(x) 
zurückführen, scheinen sie mir die Bezeichnung Stirlingsche Polynome 
zu rechtfertigen. 

1) Grunert Archiv, Bd. 9, p. 101—112; 1847. 

2) loc. eit. p. 110. 

3) Zeitschrift für Math. und Physik, Bd. 20, p. 115; 1880 
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Setzt man nm (1) e=n— 1, wo n eine positive ganze Zahl be- 
deutet, so findet man vermöge (15) eine spezielle Formel, welche 
Sylvester!) hergeleitet hat. 


$ 29. Sukzessive Berechnung der Polynome Y,(x). 

Die Herleitung einer für die praktische Rechnung bequemen 
independenten Darstellung der Stirlingschen Polynome scheint über- 
aus große Schwierigkeiten darzubieten; indessen kann man leicht 
Itekursionsformeln aufstellen, welche für eine sukzessive Berechnung 
dieser Funktionen recht bequem sind. 

Zu diesem Zwecke setzen wir in $ 28, (1) y statt x; die Mul- 
tiplikation der beiden so erhaltenen Gleichungen ergibt dann ohne 


Mühe für »,(x) die Additionsformel: 
ee +2%,@+y+Dd=-@+1)u,@)+W+ Dv,W) + 
® | ee 


a (2 j 1) (y j 1). > la): 
N) 

hier ist aber doch zu bemerken, daß der Charakter dieser Additions- 
formel ein sehr allgemeiner ist; denn sie ist in der Tat für die 
Koeffizienten der für (F«))"”"! erhaltenen Potenzreihen anwendbar, 
falls sich sowohl F'(«) wie 1: F'(«) beide im Bereiche des Punktes 

«= () regulär verhalten. 
Setzt man aber in (l)y=(0, und eliminiert man aus der so 

) 

erhaltenen Formel mittels $ 28, (2) die Funktion »,(x + 1), so 
findet man wegen $ 28, (8) die ziemlich einfache Rekursionsformel: 


| (n + Da.) = I 0) + 


| | 1 0'B, 
| er nn) 
aus welcher der im vorigen Paragraph bewiesene Satz über die 
Teilbarkeit von %,,(@) durch z(x + 1) deutlich hervorgeht. 

Setzt man noch in (l) y=— 2 und — x statt x, so findet man 
vermöge $ 28, (7) folgende nicht so bequeme Rekursionsformel: 


2. (2 —-N)=(a Dev, 2)+ 


s=n—l 


Stel .ı Ki 


(3) 


1) Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik, Bd. 15, p. 195; 1883. 
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die Annahme y— x aber liefert die elegante Formel: 


—=n—1 


Rd) + Dat, 
= 0 


Andere Relationen zwischen dem Polynome 4,(x) und ähnlichen 
Funktionen, sowie den Grenzwert von »,(x) für » —= oo habe ich 
selbst in mehreren Arbeiten!) entwickelt. 

Die in $ 18, (2) mitgeteilten Werte der ersten Bernoullischen 
Zahlen ergeben unter Anwendung von (2) für die ersten Strlingschen 
Polynome folgende Ausdrücke: 


1 
du(®) = 2 
= +2) 
Bl) ar 


d,(2) = u (152? + 152° — 10% — 8) 


(0) = EI (3-6) 


%,(0) = 5153 (6325 — 3152? — 240° + 1405 + 96) 


4 (a) = EC HD (Hat — 180° — 572% + 34x + 80), 
und somit können wir auch die ersten Stirlingschen Zahlen CO, +1 
und &,+ı für einen willkürlichen Wert von » direkt berechnen. 
Wir bemerken noch, daß die Stirlingschen Polynome uns er- 
lauben, auf einfache Weise die Koeffizienten gewisser Potenzreihen 
auszudrücken. Differentiiert man z. B. die Formel $ 28, (14) nach «, 
und setzt man nachher © — 0, so erhält man die Entwicklung: 


s—=o 


(5) ale 2 Da 


s=0 


Versucht man dagegen die Koeffizienten dieser Reihe durch 


1) Annali di Matematica, (3) Bd. 9, p. 319—326; 1904, (3) Bd. 12; 1905. 
Monatshefte für Math. und Physik, Bd. 16, p. 135—140; 1905. 
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altbekannte Zahlen auszudrücken, so ergibt (2) für = n und unter 
Anwendung von $ 28, (15) den Ausdruck: 


b„(0) 1 7 (WB, nr-2s+1. 
(6) y,(n) = ee 4 een => re A 


In den Paragraphen 102, 114 werden wir noch andere schöne 
Anwendungen der Stirlingschen Polynome auseinandersetzen. 

Cayley!) hat die Reihenentwicklung (5) und die analogen be- 
trachtet, welche man aus $ 28, (14) erhält, indem man r-mal nach & 
differentiiert und dann £=0 setzt; das allgemeine Bildungsgesetz der 
Koeffizienten dieser Reihenentwicklungen ist ihm indessen verborgen 
geblieben. 


$ 30. Die Stirlingsche Fakultätenreihe für 1:(x — «). 

Es bleibt uns noch übrig, die Formel $ 26, (9) umzukehren und 
eine negative Potenz von x nach Fakultäten negativen Ranges zu 
entwickeln. Zu dem Ende setzen wir in der Identität: 

ı ( a nd ee DIE en) - 
Dee It at D) marı) zart 
“(@ + a IL ul) 
ze +1). + N 
nacheinander r=1, 2, 3,.-:,n; die Addition aller so erhaltenen 
Gleichungen ergibt dann vermöge der Identität: 


| Fe 
die Formel: 


ER EIER ı el) 
Aue DD, ner le) 
1 


wo der Kürze halber: 


c ala +1 -(@ + n) 1 
(2) Rt, «) = rgane aa zer 


gesetzt worden ist. 
Nach diesen Erörterungen liefert der Grenzwert $ 21, (2) fol- 
genden Spezialfall der Gaußschen Formel $ 22, (10): 


1 ala + er) 
Ver en ern ern Ne) >0, 


welcher Stirling?) angehört. 
1) Quarterly Journal, Bd. 3, p. 366—369; 1860. 
2) Methodus differentialis, p. 12, 45; London 1730. 
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Differentiiert man nun die Formel (1) (p — 1)-mal nach «, so er- 
gibt die Annahme «= 0 die von Schlömilch') herrührende Identität: 


S—N ‘ 

1 es PHl 
(4) Su a 

Re tND.  @+9 
wo der Kürze halber: 

0" art Yr—Pp+2 
1 n+1 n--1 u 

(D) R,(&) = .(& 4 I - N) > zn a et, X ) 


gesetzt worden ist; aus der Ungleichheit $ 26, (8) findet man nun 
weiter: } | 
kp —1).n! 
Bol<gern- ern 

wo K eine endliche Zahl bedeutet, und somit ergibt sich wegen 
$ 21,(2) aus (4) für n— © die in $ 27 erwähnte Entwicklung: 

ENT ERBE 
(6) 22 = (© + ern 5)? R (2) =) 


s=9—1l 


welche ebenfalls Stirling?) angehört. 

Wir haben aus (1) noch eine andere elementare Formel her- 
zuleiten, indem wir = «-+ r einführen, wo r eine positive ganze 
Zahl bedeutet; eine darauf folgende Division durch 

e(@e+1).--(e+r—]1) 
ergibt dann, indem x schließlich statt « gesetzt wird, unmittelbar 
die gesuchte Formel: 


sen 


1 
“ ZCHs@rsFn ern 
1 1 1 
N: (Fe + m» (© + nn 1) (& = m 1) 3 (ei ) ö 
Läßt man noch in (7) n über jede Grenze hinauswachsen, so 
findet man die in $ 24 als Spezialfall der dort entwickelten 
Formel (4) erwähnte Identität: 


sS—=@ 


il 
> PArEOICETe en -@+s+4n 
nn 1 1 
DE eaereng 
welche für einen willkürlichen Wert von x anwendbar ist: auch 
sie war Stirling?) schon bekannt. 


1) Zeitschrift für Mathematik und Physik, Bd. 4, p. 396; 1859. 
2) loc. eit. p. 11. 3) loc. eit. p. 23—-24. 
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Kapitel VI. 


Fakultätenreihen für P(x), u(x) und v(&). 


$ 3l. Die Stirlingsche Fakultätenreihe für ß(&). 

Die Formeln des vorhergehenden Paragraphen erlauben uns, in 
sehr einfacher Weise die bekannten Fakultätenreihenentwicklungen aus 
der Theorie der Gammafunktion in aller Strenge herzuleiten. Wir 
beginnen mit einer neuen und einfacheren Summation des in $ 24 
erwähnten Spezialfalles der dortigen Formel (5). 

/u diesem Zwecke setzen wir: 


s—=% 


z 1 
VE cin Ber: 
s—=Uu 


sS—=&@ 


1 
DD ne mern: 
s—=Uu 


wo r eine ganze Zahl bedeutet, die größer als 1 ist; dann ist 
vermöge $ 30, (8): 

1 1 
(8) DA) en sasae. Green) 


u 


und außerdem ergibt eine einfache Rechnung, daß: 
T,@)- Te +D)=r-T,,,@) 
sein muß, woraus wegen (3) die Rekursionsformel: 
1 1 r 
Ta) 3 at. arte Tr) 
folgt; somit haben wir folgende Formelkette: 
1 1 r 
T,(&) = 27—2 za +1). (@+r— 2) ug T,41(@) 


1 1 r—1i 1 
Ta) een. 


1 1 

4 z(c +1) 

Alien? 2 
Zu 0.0 In), 

multipliziert man nun diese Formeln einzeln mit: 


F—- DI r— 2A! 2ı 1! 
=gr-3 I gr=3 air 91? 90? 


T,(&) = u) 
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so ergibt die Addition aller so erhaltenen Gleichungen wegen der 


Identität: 
T,(&) = ß(#) 
die allgemeine Summenformel: 


s=r—2 


s! 1 +! 
(4) Pla) Ri Feen en: Are eh T, 21), 


s—=u 
aus der deutlich hervorgeht, daß die Summe 7, (x), für r > 2, von 
einer rationalen Funktion in x abgesehen, mittels ß(x) ausgedrückt 
werden kann. 

Aus (4) kann man aber eine noch elegantere Formel herleiten, 
wenn man r über jede Grenze hinauswachsen läßt; setzt man: 
2=n,.t is, 

wo x, und x, reelle Größen bedeuten, so ist es in der Tat möglich, 
wenn x als endlich vorausgesetzt wird, eine solche positive ganze 
Zahl p zu bestimmen, daß entweder 

ar zZp odr -p+1l<sa, <—-p +2 ist. 


Im ersten Falle hat man aber offenbar: 


1 1 1 
HI Sste Ost 
daraus folgt wegen (2) und (3): 
pm 2 ’ Als 1 A ei E al, TUR em, 
(D) IT, 41 @)|<S,,1(P) = r Ferm 


Im zweiten Falle findet man ähnlich, wenn s>p voraus- 
gesetzt wird, daß: 
1 1 
|e + s| * s—p 
sein muß, woraus die neue Ungleichung: 
4 1 -@ DEN; PNA, K, TS } 
ee Ya HD) Tee ren 


folgt, wo der Kürze halber: 


= 1 
2 le t3@+s+D):.. ets+tp| 
gesetzt worden ist. 
Nun ist es offenbar erlaubt, in (4) die Zahl » größer als p an- 
zunehmen; bezeichnet dann X den größten Wert von K,, K,, Kj,::, 
so ist A sicher endlich, weil p endlich bleibt, und man findet: 


a m K 1 
(6) ERROR N a men 
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Aus (5) und (6) findet man aber nun unmittelbar, falls x weder 
Null noch negativ und ganz ist, den Grenzwert: 


lım ee I —(; 
somit ist auch: Fi 
"I s! 1 
Os B(«) een 
s=o0 


eine Formel, die schon Stirling!) bekannt war; später ist (7) von 
Th. Claussen?) wiedergefunden worden. 


. 1 : e 
Setzt man in (7) = —, so gewinnt man das numerische Resultat: 
s=@ 


2.4.6.-..2 1 
(8) a un : 
s=0 


Beate (28-1) 799° 


während die Differentiation nach £ die weitere Formel: 


I sl 1 1 1 1 
(9) I Dr ee (7 er 5 we 
s=0 


2 £ 1 
liefert; setzt man aber in $ 28, (14) 2 =2, a = 5, 50 folgt wegen 


S 28, (13), wenn man in (9) 2=1 setzt, die von Legendre?) her- 
rührende Formel: 


s=a 9 
Ir Be 2 
(10) > 5.4-5-5008 2); 
s—1 


= 1 £ ’ 
für = = findet man endlich aus (9) das andere numerische Resultat: 


| Fr 


KE—e ) s—=@ 


al) Bi en | 
(11) at? 2 1-3:.5...2s+1) 


1) it 1 
en Be Base): 
Es ist bemerkenswert, daß sich das Restglied der Fakultätenreihe 


(7) mittels (4) so einfach ausdrücken läßt; für r >2 findet man 
dadurch die weitere Fakultätenreihenentwicklung: 


s=@ 


9 M 1 } s! Er RED 
He) Feni Zawhn. wr ger 


=r—2 


welche überall anwendbar ist, wo dies mit (7) der Fall ist, 


1) Methodus differentialis, p. 47; London 1730. 
2) Grunert Archiv, Bd. 13, p. 336; 1849, 
3) Exereices de calcul integral, Bd. I, p. 244; 1811. 
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$ 32. Gleichmäßige Konvergenz gewisser Reihen. Entwicklungen 
von (Pix — a) — Pa)) und ß(2%). 


Wir kehren nunmehr zur Stirlingschen Formel $ 30, (1) zurück 
und setzen dort nacheinander +1, 2 +2, .-, 2-+p für z; die 
Addition aller so erhaltenen Gleichungen gibt dann wegen $ 30, (7): 


Deren 
ce 


(1) 


S +: @ te) 
sialr (nt Pan «), 


s=1 


wo der Kürze halber: 


r—=p 
R,,@ 0) =D R,@+n0)+ 
(2) = 


Se ea ee ee 
ID: «+ Pa tp+1)-- - @ +p-+s—1 
gesetzt worden ist. 
Nun ist aber offenbar wegen $ 30, (2): 


x — 0 ze +1): -  e+r—]) 
R,@tr ec) = Buetr @tntn @rntn a 0), 


Ö = 


za 2@+D )eHr—l) 
LIED —etr Hart @rehn) 


folgt; was endlich die letzte Summe rechter Hand in (2) betriftt, 
so ist: 


D (a +1): Sr 
= 5 C+FDe+P +2: eo FU 


ed een Eee. 


Denkt man sich nun in (3) und (4) die positiven ganzen 
Zahlen » und p hinreichend groß, so werden die Reihen rechter 
Hand in (3) und (4), mit welchen R,(x, «) bzw. @:(& + p) multi- 
pliziert sind, wegen $ 21, (2) beide unbedingt konvergieren, falls 


(4) 
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nur Rx — e«)>(0 vorausgesetzt wird. Es ist also möglich, zwei 
positive ganze Zahlen N und P so zu bestimmen, daß: 
0) IR, e)|<e 
angenommen werden darf, wo & eine vorgegebene positive Größe 
von beliebiger Kleinheit bedeutet, wenn nur n> N und zugleich 
p> P angenommen werden, und somit haben wir den wichtigen 
Satz bewiesen: 

Es bedeute L eine willkürliche, auf der Achse der reellen Zahlen 
senkrechte Linie, während ®B, und ®, die Halbebenen bezeichnen, 
welche rechts bzw. links von L liegen, so ist die Formel: 


(6) > E = ; +r m ,) ” 2, : mE = ne - ae 


anwendbar, falls nur x in B, und « in ®, liegt, und die Reihe rechter 
Hand ist gleichmäßig konvergent; natürlich wird vorausgesetzt, daß & 
weder Null noch negativ und ganz ist. 

Offenbar läßt sich die Formel (6) auch folgendermaßen dar- 
stellen: 


s=R® 


& A ae a(« 4-1)::- (as 
(7) Bla) — Plx— a) en en, 


s=0 


wo man also R(x« — «) > 0 voraussetzen muß. Setzt man in (7) 


«a=— 4, so wird: 
£ r (29)! 1 
& 2 Den CHI ner 


wo man also N(x) > — 4 voraussetzen muß; setzt man dagegen in 
() «a=4 und <+1 für x, so erhält man in ähnlicher Weise die 
Formel von Stirling'): 


< @stn! 1 
9) AO DI are nern Eryem 
s=0 


wo man ebenfalls R(z) > — 4 annehmen muß; aus (9) findet man 
speziell für &—= 0 die numerische Entwicklung: 


3 1.3: een) i 
(10) log 2 Ban TSa tg) det 
e=( 


1) Methodus differentialis, p. 27; London 1730, 
6* 
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Wir haben hier noch eine bemerkenswerte Anderung der Formel 
(6) zu erwähnen; setzen wir in (6) +1 für « und «+1 für «, 
so ergibt sich: 


r=@ seo 


1 1 1 1 er EE 
Sue & -2: HI +2)--- (+ 9’ 


r=(0 


nun ist aber vermöge $ 30, (3), wenn man dort +1 für x und 
«= 1 einführt: 


s=@® 


g_n! 
1) re ee 


und somit findet man die zu (7) analoge Entwicklung: 


@+N@+Y +9 
er) DE @49 


wo man also sowohl W(x) > 0 als N(x — «) > 0 voraussetzen muß. 


$ 33. Die Funktionen v(x), P(x, y) und @(x, y). Reihen von Einet. 


Als erste Anwendung des Satzes im vorigen Paragraphen be- 
stimmen wir die Linie L so, daß O in der Halbebene ®%, liegt; 
folgen wir dann einem Integr aloe welcher ganz in ®®, fällt, wäh- 
rend & in einem Punkte der Halbebene ®, abgebildet wird, so darf 
man die beiden Reihen in $ 32, (6), einem bekannten Satze zu- 
folge, gliedweise nach « von OÖ bis « integrieren. 

Die gliedweise Integration der Reihe linker Hand in $ 32, (6) 
ergibt wegen $ 32, (7) für die Funktion: 

(1) N(z, a) =aP(x) + log I(x — a) — log I(z) 
die Entwicklung: 


(2) N(a, 0) = (ti +): 


welche mit der Formel von Mellin $ 25, (11) übereinstimmt. 

Um nun auch die gliedweise Integration der Reihe rechter 
Hand in $ 32, (6) nach « ausführen zu können, entwickelt man ver- 
möge $ 26, (4) die einzelnen Fakultäten in «, und es ergibt sich 
so die Fakultätenreihenentwicklung: 

s=@ BER 0 Ä 1 ee ee. nt 
5 Se u 
sa +) +2): (ce +s—1) 2 
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welche also unter den beiden Bedingungen R(x) > 0, Rx — «) >0 
konvergiert. 

Mit derselben Bestimmung der Grenzlinie Z wie vorher darf 
man auch die Reihe rechter Hand in $ 32, (12) nach « von OÖ bis 
« gliedweise integrieren; man findet hier die Entwicklung: 


s+1 R Be 5 2 REM 
RE or a, Se nl) 
= Ser R Osrı F =: 2 Osr1 


rs+i 
4) N@d)=-2, @tV@tN). Er 


welche ebenfalls unter den Bedingungen Rx) >0, Rx — «)>0 


konvergiert. 


Nach diesen allgemeinen Erörterungen wollen wir nunmehr die 
speziellere Funktion: 


(5) v(z) = log x — Ex) 
näher untersuchen; man findet zuerst die beiden numerischen Werte: 
(6) vl)=0, » (5) as 
während die Formel (1) ohne weiteres die Identitäten: 
7) v() = Na, 1), 
Er 1 
(8) v{x) = a N(x«+1,1) 


liefert, und somit ergibt sich aus (2) die Entwicklung: 


It) 
s=0 


endlich findet man aus (3) und (4) für «= —1 die beiden von 
Binet!) herrührenden Fakultätenreihenentwicklungen für »(x), aus 
denen wiederum für &—= 1 zwei Entwicklungen für die Eulersche 
Konstante folgen. 

Die beiden Reihen von Binet sind also für N(xz) > 0 konver- 
gent. Wir erwähnen noch, daß sich die zwei in $ 8 eingeführten 
Funktionen P(x, y) und ®(x, y) einfach mittels der Funktion 
N(x, «) ausdrücken lassen; die Formeln $ 8, (12), (13) liefern in der 
Tat vermöge (1) die Darstellungen: 


(10) Pla, 9) = — [Na iy) + Na, — iy)], 


u 


AA 5 
(11) ay)=— 9; IN (a, öy) — N(@, — iy)], 


1) Journal de l’Ecole Polytechnique, cahier 37, p. 257; 1839. 
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und somit findet man aus (3) und (4) ohne Mühe zwei entsprechende 
Fakultätenreihenentwicklungen für jede der beiden Funktionen P(z, y) 
und ©(x, y); diese Reihen konvergieren sämtlich unter den Be- 


dingungen Ka) >0, Re +iwy)>d. 


$ 34. Die Funktion u(X). Reihen von Binet. Integralformel 
von Raabe. 

Es ist offenbar, daß die Reihen rechter Hand in $ 33, (3), (#) 
mit derselben Bestimmung der Grenzlinie Z wie vorher dieselbe 
Eigenschaft besitzen wie die ursprünglichen Reihen $ 32, (6), (12), 
so daß diese neuen Reihen wieder gliedweise nach « integriert 
werden dürfen, und zwar von O bis «, wenn der Integrationsweg 
ganz in WB, liegt, während x in B, abgebildet wird. 

Zu diesem Zwecke bemerken wir zuerst, daß das von 0 bis « 
genommene Integral des allgemeinen Gliedes rechter Hand in $ 33, (2) 
als Resultat den Ausdruck: 


(u4+ 8 Zoe) 


liefert; setzen wir daher: 


(1) M (x, «) er e+s- 3) 108 (1 - en, +e], 


so leuchtet ein, daß diese Reihe für solehe Werte von x und « 
unbedingt konvergiert, welche kein Glied der Reihe unendlich groß 
machen, und es ist daher: 


(2) Ive, a)da—= M(x,«) + > A278): 
6 


Integriert man aber andererseits das allgemeine Glied rechter 
Hand in $ 33, (2) nach x, so ergibt sich nach einer einfachen Um- 
formung;: 


-|(«+s- 5)log(1 te + lt eh 
r [« Er a1 


daraus folgt dann die Integralformel: 


er 


3) -/ N(z, a)da = M(&,«) -— M(l,c)+ 5 (N&, 0) -- N1,o)+ 
1 


+ (Bo) — wi). 
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Erinnert man sich aber der Formel $ 33, (1), so folgt: 


T(& — « 


9) [Na oda = — log re) — os", 9) da. 
1 i 


Wir wollen auch hier speziell den Fall «= — 1 untersuchen 
und setzen der Kürze halber: 
Se Ua, 1) = u), 


woraus sich wegen (1) die Entwicklung: 
<Q 1 1 
(6) «=D [e+s+z)lellt.,)-1l 
s=0 
ergibt; setzt man aber in (1) «+1 für z und «=1, so folgt weiter: 
@) Me+l1)--uß). 
Um den Zusammenhang zwischen den Funktionen u(x) und 


T'‘(z) klar zu erkennen, bedenke man zunächst, daß aus (3) und (4) 
ir —1: 


(8) u(@) = ul) + log De) — («- £) lose +2 —1 

folgt, so daß es sich also nur um die Bestimmung des Zahlen- 
wertes u(1) dreht. Zu dem Ende setzt man in (8) © + = statt x, 
woraus: 

(9) ula+ “| = u(l) + log D(c+ =)— x log («+ —. 2 
folgt; weiter ist unter Anwendung von (8) und $ 6, (5): 


log T(z) + log Te a =) — 


= u(2x) - ull)+ (2: — =, loegx — 22 +1+logY2xz, 
also wegen (8) und (9): 
(10) ua) + ule+ 3) ua) + &log 2) +logV2x + u(l). 
a 


Setzt man aber nun in (10) e+n für x, wo n eine positive 
ganze Zahl bedeutet, so verschwinden die drei Funktionen: 


u(z+n), ul@+n+4+), u(22 + 2n), 


wenn » über jede Grenze hinauswächst, wie dies deutlich aus (6) 
hervorgeht; denn u(& + n) ist ja nur das Restglied der konvergenten 
Reihe (6) für u(x). Man findet also: 
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1 
u(l) or en) log V2x = lim ((@ + n) log (1 Et Tess 
woraus: 
(11) ul)=1-logy2x 


folgt; somit ergibt sich schließlich die Formel: 
(12) u(&) = log T(x) — (x— —) log x + x — log Y2x; 


er © d ; 2 
aus (12) aber erhält man für & = = das weitere numerische Resultat: 


(13) .)=+(1-10g2). 
Die Reihenentwicklung (6) verdankt man Gudermann'). 

Nach diesen Erörterungen kehren wir nunmehr zu Formel (2) 
zurück; eine Integration von 0 bis « in $ 33, (3), (4) ergibt vermöge 
(2) folgende Fakultätenreihenentwicklungen: 


ur? (s—1 Ba vd 12 el 
(14) Mla,e)=— Se 
: — se + dw): ars 1) ; 
In sat? 0 (s—1 ei ei! 
a Ge I ._ 
B er CHYCHN a ee Or Rn 
(15) I1(®,«) 9 > SCHE HN):-- 45) 
welche ebenfalls beide für Rx) > 0, Rx — «) > 0 konvergieren. 
Setzt man in (14) und (15) «= — 1, so gewinnt man die Fa- 


kultätenreihen von Binet?). Die eine dieser Reihen ist später von 
Cauchy’) hergeleitet worden, während Jensen*) in aller Strenge 
die vier Reihen von Binet, welche wir hier und in dem vorher- 
gehenden Paragraphen in verallgemeinerter Form entwickelt haben, 
hergeleitet hat; die Methode von Jensen erlaubt indessen keine 
vollständige Bestimmung der Konvergenzbereiche unserer Reihen. 
Wir haben endlich noch die Raabesche Integralformel aus den 
vorhergehenden Resultaten herzuleiten. Zu dem Ende eliminieren 
wir aus (2) und $ 33, (1) die Funktion N(«, «), dann erhält man: 
a 


(16) fies I —o)d«= M(a, «)-+ = (log I@— «) -+log I (a)). 
“ 2 


i) Journal für Mathematik, Bd. 29, p. 209—212; 1845. 

2) Journal de l’Ecole Polytechnique, cahier 27, pp. 231, 339; 1839. 

3) Exercices d’Analyse et de la Physique math@matique, Bd. IL, p. 391; 
Paris 1841. 

4) Nyt Tidsskrift for Mathematik, Bd. 2B, pp. 66—72, 83—84; 1891. 
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Daraus folgt für «= — 1 die gesuchte Formel: 
1 
(17) ‚Pos T(x + «)da = & (log x — 1) + logY2x. 
N) 


In seiner ersten Abhandlung'), welehe die Formel (17) enthält, 
hat Raabe den Fall betrachtet, wo x eine ganze, nicht negative 
Zahl bedeutet, in der zweiten Abhandlung?) den allgemeineren Fall, 
wo x reell und nicht negativ angenommen wird. 

Spätere Beweise der Raabeschen Formel treten sehr zahlreich 
auf; wir erwähnen z. B. die Beweise von Stern?), Björling‘), 
Bertrand’), Malmsten®), Stiltjes’) und Lerch®). 

In neueren Arbeiten von Glaisher’) und Barnes'®) tritt auch 
die allgemeinere Funktion (16) auf. 

Wir erwähnen noch, daß die Formeln $ 8, (12), (13) in Ver- 
bindung mit (12) für P(x,y) und © (x, y) folgende Darstellungen liefern: 


Pla, y) = ua) — z (wa + iy) + uw ip) —y- ardtg I — 


1 y? 
— (— 5) log ı + nr 


c1s) | 92,4) = 5; (ui Fiy)—uk—iy))- yv@+y-logy/ 1+ era 


(18) 


1 .y 
= (2 = 5) arctg ae 


1) Journal für Mathematik, Bd. 25, p. 149; 1843. 

2) Ebenda, Bd. 28, p. 12—14; 1844. 

3) Zur Theorie der Eulerschen Intesrale, Göttinger Studien 1847, p. 9. 

4) Öfversigt der Stockholmer Akademie 1856, p. 181—182. 

5) Traite de calcul differentiel et integral, Bd. II, Zitat von Hermite, 
Cours lithographies, p. 102; Paris 1883. 

6) Acta Mathematica, Bd. 5, p. 34; 1884. 

7) Nieuw Archief, Bd. 2, p. 100—104; 1878. 

8) Giornale di matematiche, Bd. 26, p. 39—40; 1888. 

9) Quarterly Journal, Bd. 28; 1896. 

10) Ebenda, Bd. 31; 1900. 
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Kapitel VI. 
Die Funktionen T(x) und 7x) für sehr große x. 
$ 35. Potenzreihen in « für M(a,«) und N(z, «). 


Gehen wir von den Definitionen $ 33, (2) und $ 34, (1) aus, 
so leuchtet ein, daß die beiden Funktionen M(z, «) und N(x, «) in 
« analytisch sein müssen, falls nur |@e|<|x=-+s| angenommen 
wird, indem s eine willkürliche ganze und nicht negative Zahl be- 
deutet. Die Werte der nach « genommenen Ableitungen kann man 
direkt aus den obengenannten Definitionen herleiten, und es er- 
geben sich so die Potenzreihenentwicklungen: 


s=® 


(1) Na)- 2 ko), 
j SQ s—1)- a 
(2) M(&, «) = — BER r,@), 
gel 
wo der Kürze halber: 
r=a@ 1 
(3) BD 
r=0 


gesetzt worden ist, daraus aber folgt: 


(4) Bon IR. 


Die Reihen (1) und (2) sind konvergent, falls |e|<|x-+s| 
angenommen wird, wo s eine ganze, nicht negative Zahl bedeutet; 
setzt man speziell in (1) und (2) |«]|=1 und Rz) >0, so darf 
man offenbar «= + 1 annehmen, und der bekannte Satz von Abel 
ergibt dann für «= — 1 die weiteren Formeln: 


ö) va EN ya), 


I — D’(s—1 » 
(6) Ba) = I er fa): 


Setzt man dagegen «= 1 und &+ 1 statt x, so erhält man die 
ähnlichen Entwicklungen: 
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(7) rd La@+1), 


< Sl A 
(8) u) => 2sCHD Kal) 
Die Formeln (5), (6), (7) und (8) rühren von Binet') her. 
Beächtet man, daß (5) für = 1 konvergiert, so ergibt diese 
Annahme für die Eulersche Konstante diejenige Reihenentwicklung, 
welche wir schon in $ 2, (12) gefunden haben. 


$S 36. Die Formel von Stirling. 
Wir gehen von der Formel $ 35, (8) aus und denken uns & 
positiv und sehr groß; aus der Identität: 
?—5s+6=(s — 2)(s — 3) 
folgert man ohne weiteres, daß für jedes ganzzahlige s, das größer 


als 1 ist: a n 


sei 1,76 
sein muß; daraus ergibt sich für positive x: 
1 — > 
() u) < 5 D Let). 

Führt man aber rechter Hand in (1) für jedes f,(@ + 1) die 
aus $ 35, (3) hergeleitete Reihe ein, so entsteht eine Doppelreihe, 
deren Glieder sämtlich positiv sind, und in welcher jede Horizontal- 
und Vertikalreihe konvergiert; in dieser Doppelreihe darf man daher 
die Glieder willkürlich ordnen. Da nun für s>1 und für >0: 

1 1 al 1 1 
er Tarp tar tt Tahs-it ct 
ist, so findet man aus (1), indem man zuerst die Vertikalreihen 
summiert, daß: 


il 
u) Se 


sein muß, woraus der wichtige Satz folgt: 


Bezeichnet © eine reelle Größe, so daß O<®<L1 ist, während 
x eine positive Zahl bedeutet, so hat man: 


2) Neil (2—- >) log  — & + log Var + ns 


1) Journal de l’Eeole Polytechnique, eahier 27, pp. 226, 248, 249; 1839. 
Comptes rendus, Bd. 9, p. 39—45; 1839. 
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Ist zudem x der positiven ganzen Zahl » gleich, so findet man 
für sehr große n die sogenannte Stirlingsche Fr 


(3) log (n — D) = ( —_ 5) logn —n-+ log Vor = 


Die Stirlingsche Formel läßt sich auch folgendermaßen 
schreiben: 


1 
(4) n—-N!-n ?er.VYar(i+ se), 
wo &, mit wachsendem » der Grenze Null zustrebt. 

Die Formel (3) ist späterhin von vielen Mathematikern her- 
geleitet worden; wir erwähnen z. B. Liouville?), Raabe?), Serret‘), 
Bonnet?), Glaisher‘®) und Lerch’). Die oben gegebene elegante 
Herleitung rührt von Jensen‘) her. 

Es leuchtet ein, daß die Formel (4) erlaubt, den Gaußschen 
Grenzwert für I'(x) zu modifizieren; wir finden hen daß: 


tn & 
ee" ; 2 


; % O5 MN 

6) Ta) = V2r: u <@LD... «In 

sein muß; diese Darstellung ist zuerst von Enneper”), später von 
Gilbert!®) bemerkt worden. 


$S 37. Die Funktionen u(x) und v(x) für sehr große «. 


Wir wollen nunmehr allgemein die beiden Funktionen u(«) 
und v(z) für sehr große Werte von | x | untersuchen. Zu dem Ende 
gehen wir von den aus $ 33, (3) und $ 34, (14) hergeleiteten 
Fakultätenreihen aus; diese Reihen sind für N(x) > 0 konvergent 
und somit wegen des Grenzwertes $ 21,(2) sicher für R(z) >1 

1) Methodus diflerentialis, p. 135. Stirling gibt nicht genau die Formel 
(3), sondern eine allgemeinere. 

2) Comptes rendus, Bd. 9, p. 105—108; 1839. Journal de Math@matiques, 
Bd. 4, p. 317—322; 1839. 

3) Journal Fir Mathematik, Bd. 25, p. 147—159; 1843. 

4) Comptes rendus, Bd. 50, p. 662 —666; 1860. 

5) Ebenda, Bd. 50, p. 862—866; 1860. 

6) Quarterly Journal, Bd. 15, p. 57—64; 1877. 

7) Casopis, Bd. 24, p. 129—132; 1895 (böhmisch). 

8) Nyt Tidsskrift for Mathematik Bd. 2B, p. 43; 1891 

9) Dissertation, p. 10; Göttingen 1856. 

10) Recherches sur le developpement de la fonction T, p. 7; Mem. de 
Belgique, Bd. 41; 1873. 


Kapitel VII. Die Funktion T(x) und #(«) für sehr große |x|. $ 37. 93 


unbedingt konvergent. Es sei nun y eine endliche Zahl, so daß 
Nly)>1 ist, während |x| sehr groß und zugleich Ra) >1 an- 
genommen wird; dann sind die beiden Reihenpaare für u(y), v(y) 
und für u(x), v(x) sicher sämtlich unbedingt konvergent; da nun 
immer y so bestimmt werden kann, daß für jeden ganzen positiven 
Wert von s und für sehr große | «|: 


GERN YES) 
EHE +D):-@+9) 


wird, so findet man, indem die Koeffizienten der obenerwähnten Fa- 
kultätenreihen der Kürze halber durch A, und B, bezeichnet werden: 


<i 


4, | 


IB,| 
_ PIERRE DIE 


1? 


somit haben wir bewiesen, daß es möglich ist, eine so große positive 
Zahl R zu bestimmen, daß für N(x)>1 und |x=|> R immer: 


(1) u@|l<e, Iv@|<e 


sein muß, wo & eine vorgegebene positive Größe von beliebiger 
Kleinheit bedeutet. 


Es ist aber sehr leicht, die Bedingungen für die Ungleichungen 
(1) zu erweitern. Zu diesem Zwecke gehen wir von den Eintwick- 
lungen $ 33, (9) und $ 34, (6) aus und erhalten so ohne weiteres 
die beiden Differenzengleichungen: 


(2) «@+)=-u@)-[(e+3)lee(i+-)-1], 
(8) v@+D=-v@a)—-[--le(1+)]; 


nun gibt aber die logarithmische Reihe die beiden für || > 1 
konvergenten Entwicklungen: 


+ dsl) Satenn.s, 
= be (14 2-35 u, 
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so daß es möglich sein muß, |x| so groß zu wählen, daß: 
H  le@+Dd-n@|<d, "r@+td-r@|<! 


wird, wo Ö dieselbe Bedeutung wie e in (1) hat. 

Setzt man aber nun in (4) R(x) > 0 voraus, so leuchtet ein, 
daß die Ungleichungen (1) auch in diesem Falle richtig sein müssen. 
Dasselbe muß dann auch für R(«)>— 1 gelten, und durch voll- 
ständige Induktion zeigt man ohne Mühe, daß die Ungleichungen (1) 
für Rx) > —k, wo k eine willkürliche endliche positive Zahl be- 
deutet, richtig sein müssen. 

Nach diesen Erörterungen wollen wir uns der Definition: 


(5) u(x) = log I'(z) — (2 = 2 log © +2 — log Y2x 
bedienen. Wir setzen der Kürze halber: 


(6) ne alet, a9 <ın, 


indem wir die Funktion u(x) durch einen Querschnitt eindeutig 
machen, welcher die Achse der negativen reellen Zahlen, den Ur- 
sprung mitgerechnet, abtrennt; die Amplitude © kann also niemals 
den Wert +7 erreichen. 

Mit dieser Definition von © findet man aus (5) die ähnliche 
Formel: 


(D) u(—- x) = log I(— x) — ee log 2 Fri) - 2 — logY2xz, 
2 oO 


wo + zi zu nehmen ist, je nachdlem © 20 vorausgesetzt wird; nun 
zeigt aber die Eulersche Formel, daß: 


nei wi 
log I() + log N 2) = log x — (log a Fri) + log“ Bei ) 


ist, wo das Zeichen von xi wie vorher zu bestimmen ist. Somit 
ergibt sich aus (5) und (7) die weitere Identität: 


9 at) F la )2-1g (TE). 


v 


Setzt man nun aber <= + x’, je nachdem @ =) angenomtuen 
wird, so erhält man aus (8): 


(9) + = +5 Flogi—log(l-e tm), 


Nun haben wir aber bewiesen, daß es möglich ist, die positive 


Zahl R so groß zu wählen, daß u(+ iR), absolut genommen, kleiner 
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als & wird, daher muß in (9) der Wert von log‘ so bestimmt 
werden, daß: 

+ = Flogi=0 
ist. Somit haben wir die allgemeingültige Formel: 
10) u) + u 0) = — log (1 ee”) 


bewiesen, wo also 2=+% zu setzen ist, je nachdem 920 an- 
genommen wird. 


Beachtet man endlich die Identität: 


(11) v() = 5, — u®(@), 


so folgt aus (10) die ähnliche Formel: 


ni 


(12) v(x) — v( 2) 4 nr. 


u) . 
ee Arten °C 


Aus (10) und (12) geht aber deutlich hervor, daß die Un- 
gleichungen (1) noch für Rx) <O richtig bleiben, wenn nur 
ıR(öx) | hinlänglich groß angenommen wird. Somit haben wir den 
allgemeinen Satz bewiesen: 


Läpßt man in willkürlicher Weise die Variable x sich von der Achse 
der negativen Zahlen unendlich entfernen, so konvergieren die beiden 
Funktionen u(&) und v(«) gleichmäßig gegen die Null. 

Dieser Satz ist wohl zuerst von Jensen!) explizite aus- 


gesprochen worden; er ist indessen schon in den Formeln von 
Stiltjes?) enthalten. 


Es ist offenbar, daß die Bedingung unseres Satzes befriedigt ist, 
wenn sich die Variable x nach einem Radiusvektor entfernt, welcher 
einen augebbaren Winkel mit der Achse der negativen reellen 
Zahlen bildet. 


Weiter leuchtet ein, daß die beiden Funktionen u(«) und v(«) 
durch die Differenzengleichungen (2), (3) und die Bedingung (1) ein- 
deutig definiert werden können. 


1) Nyt Tidsskrift for Mathematik, Bd. 2B, p. 45; 1891. 
2) Journal de Mathe&matiques, (4) Bd. 5, p. 433; 1889. 
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$ 38. Die wesentlich singuläre Stelle x —= w für I'(x). Formel 
von Pincherle. 

Die Untersuchungen des vorhergehenden Paragraphen erlauben 

uns, die Definition der Gammafunktion $ 1, (2) zu verallgemeinern; 

der eben bewiesene allgemeine Satz über das gleichmäßige Ver- 


schwinden von |u(z)| für |x|—= & ergibt nämlich erstens wegen 
8 37, (0), dab: Be 
. %C 
(1) ee en 
ala AZ i rn 
De Vor 


sein muß, wenn sich nur die Variable £ von der Achse der nega- 
tiven reellen Zahlen unendlich entfernt. 
Weiter gehen wir von der offenbaren Identität: 


er TER 7 ae A RE EA 
ae ED ERE eu Be Ey 
@+Y) we Van oe Ver r@er(i+ 2) a? 
x 


aus, wo y als endlich, |x 


aber als sehr groß anzunehmen ist; be- 
deuten nun @ und ß endliche Größen, und setzen wir: 


Baer 


wo || sehr groß ist, so ergibt sich offenbar: 


log k = (x + ß) log (1 = = > a log k = « 


und somit auch: 
(3) lım (1 -- al = e%; 
I2]=» © 
mit Zuhilfenahme der Formel (3) findet man nun unmittelbar aus 
(1) und (2) folgende Verallgemeinerung der Formel $ 1, (2): 
(4) Im N =], 
IxI=» Ia)a’ 
wo also |y| endlich bleiben muß, die Variable x aber sich von der 
Achse der reellen negativen Zahlen unbegrenzt entfernt. 
In vielen Untersuchungen braucht man den Wert von 


ITE+ im); 
wo & und n reell sind, & aber endlich bleibt, während |n| sehr 
groß wird; über diesen Zahlenwert hat Pincherle!) den folgenden 
Satz bewiesen: 
1) Rendiconti della Reale Accad. dei Lincei (4) Bd. 4, pp. 694—700 
792—799; 1888 
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Setzt man &= &+ in, wo & und m reell sind, |&| aber eine ge- 
wisse endliche positiwe Zahl nicht überschreitet, so ist immer, wie groß 
auch |n | angenommen wird: 

ER. 
(5) BIS) 6 Bee > 
wo D eine endliche, nicht verschwindende positive Größe bedeutet. 

Man hat nämlich vermöge der Definition $ 34, (12) für u(z): 


In! 
.® 


’ 


(6) Ile) = Von. 0 een; 

setzt man daher wie im vorigen Paragraphen: 
E=itmelajrer, az o<tn, 

so folgt aus (6): 


1 
2 


(7) Ir@|=|el 


wo 


- © —s+u Der 
.e Nom > "Var, 


ul + in)=w +iu” 


gesetzt worden ist. Dem Satze des $ 57 zufolge ist es aber hier 
und | w” | beide beliebig 


möglich, |» | so groß zu wählen, daß | wu 
klein angenommen werden können. 
Weiter zeigt die gewöhnliche geometrische Darstellung der kom- 


plexen Zahl =6&-+ in, daß hier ® dem Werte + z sehr nahe 


kommt, je nachdem 7 < 0 vorausgesetzt wird; also findet man: 


N9 -mardig 1-5 mt mareig; 
setzt man daher | E 
— N ara Fyarctg 
(8) D®—=-V2x:etW.e n, 


so ist der Satz von Pincherle vollkommen bewiesen; denn man 
hat offenbar für sehr große | n|: 


nardig E40, 
wo |d | beliebig klein angenommen werden darf. 
Aus (5) folgt, daß es möglich ist, || so groß zu wählen, daß 
(9) I Pa) |<e 


wird, wo % eine willkürliche endliche Zahl bedeutet; während & eine 
vorgegebene positive Größe von beliebiger Kleinheit ist. 
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Bedeuten weiter a und b zwei endliche Zahlen, so folgt aus 
(5), daß unter den dort für « angegebenen Voraussetzungen: 


ne zaowe ea hi 
sein muß, wo ® eine Größe von derselben Natur wie ® in (5) be 
deutet, während 

a=a-+id, —-b +1b" 
gesetzt worden ist; in ähnlicher Weise findet man mit denselben 
Bezeichnungen wie vorher: 


T(c — a 
ed) a 
und es ist leicht, Formeln von derselben Art wie (10) und (11), aber 
mit mehreren Faktoren im Zähler und Nenner herzuleiten; solche 
Formeln treten zu wiederholten Malen in Untersuchungen von 
Mellin!) auf. 

Es ist klar, daß uns die vorhergehenden Formeln über die 
Natur der wesentlich singulären Stelle «= © für die ganze transzen- 
dente Funktion 1: I'(z) völligen Aufschluß gewähren. Folgen wir 
z.B. der Achse der positiven reellen Zahlen, so nimmt unsere Funk- 
tion stärker ab wie e”**, wo %k eine beliebig große, aber endliche 
positive Zahl bedeutet; folgen wir dagegen der Achse der rein ima- 


= ie] 


Se fee, 


ginären Zahlen, so wächst unsere Funktion wie e? 
Wir erwähnen noch, daß die Formel (6) in Verbindung mit 
$ 6, (9) die Produktentwicklung: 


(12) Lie) = 2a. e® JM Vase!) 
Seel. 


liefert, welche man Catalan?) verdankt. 


$ 39. Die Nullstellen von (x). 
Erinnert man sich der Bedeutung der Funktion: 
v(x) = log — Pr), 
so läßt sich der in $ 37 über v(x) bewiesene Satz auch folgender 


maßen formulieren: 


1) Man vergleiche z. B. Acta Mathematica, Bd. 15, p. 317—384; 1881. 
2) Journal de Math&matiques (3) Bd. 1, p. 228; 1875. 
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Läßt man in ganz willkürlicher Weise die Variable & sich schr 
weit von der Achse der negativen Zahlen entfernen, so ist es möglich, 
eine positive Zahl R so groß zu wählen, daß: 

a) | (a) —loga|<e 
wird, wo & eine vorgegebene positive Größe von beliebiger Kleinheit be- 
deutet, wenn nur |& | > R angenommen wird. 

Wir wollen jetzt diesen Satz auf eine Untersuchung über die 
Nullstellen der Funktion #(x) anwenden; setzt man in: 


@) De 


z=a+iß und P(a+iß)=AH+tiB, wo o, ß und A, B sämtlich 


reell sind, so ergibt sich: 
s=-o 3 
B-P I ro rR 


woraus deutlich hervorgeht, daß D nur mit ß verschwinden kann, 
dh: 
P(x) kann nur reelle Nullstellen besitzen. 


Aus der Definition (2) findet man weiter: 
ee N il, 
(3) (a) — By) (8 — y) >= aa 


denkt man sich daher x und y als positiv, so ist immer: 
(4) Wa) > By), wen 2>y; 
nun hat man aber: 
yvı)=—-(<0, V2)=1—-(0>0, 

und da x) für positive x eine in x kontinuierliche Funktion ist, 
so folgt daraus der Satz: 

(x) hat eine einzige positive Nullstelle, welche zwischen & = 1 
und & = 2 liegt. 


Nach Gauß') ist diese positive Nullstelle näherungsweise durch 
den Wert: 
x = 1,4616321 - -- 


bestimmt. 
1) Comment. Gott., Bd. 2, p. 27; 1812. Werke, Bd. III, p. 147. Deutsche 
Ausgabe, p. 35. 
7% 


Univ. of Arizona Library 
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Was die negativen Werte von x betrifft, so hat (x) einfache 
Pole in den negativen ganzen Zahlen sowie auch nz —=0. Es sei 
nun n eine ganze nicht negative Zahl, 6 aber eine kleine positive 
Größe, dann ist es vermöge (2) möglich, den Wert von o so klein 
zu wählen, daß gleichzeitig: 

(5) vw n—)>0, WPln—1+9)<O0 
sein muß, wenn nur &<6 angenommen wird. Bedeuten weiter « 
und y zwei negative Zahlen, so daß: 
—_n>ı>y>—n—1l 
ist, so ist auch vermöge (3): 
wa) > ey), 
denn 2 — y ist positiv, und dasselbe gilt für die einzelnen Glieder 
der unendlichen Reihe rechter Hand in (3); im Intervalle: 
—n>ıe>—n—]1 
ist die Funktion #(x) daher beständig abnehmend, und zwar geht sie 
von + 00 bis — 00; die Funktion P(x) kann in dem angegebenen 
Intervalle daher nur eine einzige Nullstelle haben; wir bezeichnen 
diese Nullstelle mit &,, so daß also: 


(6) a)=0, n>a.,>—-n—1 
ist; weiter setzen wir der Kürze halber: 
Ben le 
und finden somit wegen (6) und $ 5, (7) die Gleichung: 
(7) a cotg (ny,)= PFil—2%)= PYln+2-yY,) 
und daraus vermöge (1), wenn n eine sehr große Zahl bedeutet: 
x cots(ay,)=logn+6, lmd,=0; 


n=» 


daraus folet: 


1 \ 7 
Y n { arctg Ian -- Ö ) 
n 
oder, was offenbar dasselbe ist: 
1 &, Se 
Yn = logn 2. log.n ? un = 0; 


damit ist aber der folgende Satz von Hermite!) bewiesen: 

Es bedeute n eine ganze, nicht negative Zahl, dann hat die 
Funktion P(x) im Intervalle -n> a >—n—1 eine und nur eine 
einzige Nullstelle &,, welche sich mit wachsendem n dem Wert: 


1) Journal für Mathematik, Bd. 90, p. 332—338; 1881. 
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nn 1 
(8) = -n—1+ Ber 
mehr und mehrt nähert. 

Erinnert man sich nun, daß I’(z) keine endliche Nullstelle hat, 
so zeigt die Identität: 

Ta) = Te): Pa), 

daß T®(x) genau dieselben Nullstellen haben muß wie P(x), und 
daß diese Nullstellen mit den Maximis und Minimis von I'(z) zu- 
sammenfallen müssen; diese Maxima und Minima nähern sich daher, 
wie Hermite!) und Bourguet?) bemerkt haben, mehr und mehr 
den Polen von I'(z). Diese Bemerkungen sind für die graphische 
Darstellung von I'(x) für reelle x sehr nützlich; eine solche gra- 
phische Darstellung ist zuerst von Bessel°), später und minder aus- 
führlich von Schenkel?) geliefert worden. 

Wir erwähnen noch, daß (1) vermöge $ 6, (10) für die Funk- 
tion v(x) folgende neue Entwicklung liefert: 


©) NOS ICH) 


$ 40. Über die Nullstellen von ß(x). 


In diesem Kapitel wollen wir noch einige Bemerkungen über 
die Nullstellen der Funktion: 


er Zie | 
1) B(«) = er 
s=0 
hervorheben, indem wir zuerst den folgenden Satz beweisen wollen: 


Die Funktion B(x) hat keine reelle Nullstelle. 
Aus (1) findet man nämlich: 


s=@ n 
2 = 
(2) Pl) = @F2)a@t2sIn 
so daß ß(x) für positive x immer positiv sein muß; weiter finden wir: 
£ 1 
8) P@e—-1)=-,—, -P@), 

1 

(4) Pa 2) „ya ta); 


1) Journal für Mathematik, Bd. 90, p 332—338; 1881. 
2) Atti di Torino, Bd. 16, p. 758—772; 1881. 

3) Abhandlungen, Bd. II, p. 851. 

4) Dissertation, Bern 1894. 
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setzt man daher 2 <1 und ß(x)>0 voraus, so leuchtet ein, dab 
gleichzeitig: 

Ba —-1)<0, B@—-2)>0 
sein muß; da nun vermöge (2), für O<x<1, ß(x) sicher positiv 
ist, so ergibt die vollständige Induktion unmittelbar den folgenden 
Satz: 

Bedeutet n eine ganze, nicht negative Zahl, so ist B(x) in den 
Intervallen — 2n <x <— 2n — 1 immer negativ, in den Intervallen 
— 2n— 1>x2>—2n—2 dagegen immer positiv. 

Was die eventuellen komplexen Nullstellen von a betrifft, 
setze man: 


(5) z=:+in, PeEtim)=A+riB, 
wo & und n, A und B sämtlich reell sind; dann folgt aus (1): 
Ser), + 
(6) en > E+9’+n? 
Se 
m B-n.D, Gens 
aus (7) geht aber deutlich hervor, daß, fir &>——, B nur mit y 


verschwinden kann; denn B und n müssen fm immer dasselbe 
Zeichen haben. Daraus ergibt sich der Satz: 
Die Funktion: ß(x) hat in der durch die Ungleichung Rx) > — =: 
bestimmten Halbebene überhaupt keine endliche Nullstelle. i 
Es ist mir nicht gelungen allgemein zu beweisen, daß ß(x) in der 


durch die Ungleichung R(x) < — rn bestimmten Halbebene wirklich 


komplexe Nullstellen hat; doch halte ich dies für wahrscheinlich. 
Schlömilch') behauptet bewiesen zu haben, daß die Gleichung: 


(8) B@)=—1 
keine komplexe Nullstelle besitzen kann. Th. Claußen?) hat in- 
dessen nachgewiesen, daß diese Behauptung nicht stichhaltig ist, indem 
er näherungsweise zwei Nullstellen der Gleichung (8): 

x = — 0,5794 + :0,6950, 2 = — 2,51 + 10,63 


angibt. 


1)« Grunerts Archiv, Bd. 12, p. 293—297; 1849. 
2) Ebenda, Bd. 13, p. 334—336; 1849. 
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Kapitel VIIL 


Der Satz von Hölder. 


$ 41. Hilfssatz. Über eine Differenzengleichung. 


Hölder!) hat eine interessante negative Eigenschaft der Funk- 
tionen I(x) und Pix, entdeckt, indem er bewiesen hat, daß keine 
dieser beiden Funktionen einer algebraischen Gleichung Genüge 
leisten kann. Der Satz von Hölder kann sicher sehr beträchtlich 
verallgemeinert werden; wir wollen uns indessen hier auf eine der 
einfachsten dieser Verallgemeinerungen beschränken, welche mit der 
Mehrzahl der vorhergehenden Funktionen in sehr naher Verwandt- 
schaft steht. Es ist aber sehr bemerkenswert, daß der Beweis von 
Hölder auch für diesen allgemeineren Fall beinahe wortgetreu an- 
wendbar ist. 

Um nicht die folgende Darstellung unterbrechen zu müssen, 
wollen wir zuerst den folgenden Hilfssatz beweisen: 

Die lineare, nicht homogene Differentialgleichung mit konstanten 
Koeffizienten: 


s=@ 


(1) Du”) Alact+o)— kA), 


s=0 


wo k und © konstant sind, während A(&) eine in x rationale Funk- 
ton bedeutet, kann keine rationale gebrochene Lösung besitzen, wenn 
A(x) nicht selbst gebrochen ist, und diese eventuelle gebrochene Lösung 
muß sich dann immer unter der Form: 

(2) R(x)=R (2 +o)—kR(«) 

darstellen, wo R,(x) wieder eine gebrochene Funktion ist. 

Da das vollständige Integral der (1) entsprechenden homo- 
genen Gleichung eine in x ganze transzendente Funktion ist, so 
kaun kein Integral der vollständigen Gleichung (1) für einen end- 
lichen Wert von & unendlich werden, wenn dies nicht mit A() 
selbst der Fall ist, so dass A(x) also jedenfalls eine rationale ge- 
brochene Funktion sein muß. 

Es sei nun R,(&) eine rationale gebrochene Lösung der Glei- 
chung: 


1) Mathematische Annalen, Bd. 28, p. 1—13; 1886. 
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sem 


Na." @)-4@), 

s=0 
dann ist sicher, weil die Koeffizienten a, und die Parameter % und 
© konstant sind: 


R(x)=R (2 +o)— kR(e) 


eine rationale gebrochene Lösung von (1) und daher auch die einzig 
mögliche Lösung dieser Art, welche (1) besitzen kann; denn die 
Differenz zweier willkürlichen Lösungen von (1) ist ja immer eine 
in x ganze transzendente Funktion. 

Nach diesen Erörterungen betrachten wir nunmehr die nicht 
homogene Differenzengleichung: 


(8) p(@+@)=apl(e) + Re), 


wo a und & konstant sind, während R(x) eine in x gebrochene ratio- 
nale Funktion bedeutet, welche nicht auf die Form: 


(4) R(x) =aR (&) — R(@+0) 


gebracht werden kann, wo R,(x) wieder eine gebrochene rationale 
Funktion in x bedeutet. Wir werden dann beweisen, daß die Diffe- 
renzengleichung (3) keine Lösung besitzen kann, welche einer alge- 
braischen Differentialgleichung genügt. 

Zwerst bemerken wir, daß die, wie wir später sehen werden, 
hinreichende Bedingung (4) auch notwendig ist. Zu dem Ende 
setzen wir: | 


R@)=aR()—R@+o), 
dann ist offenbar die rationale Funktion: 
p(9) = —R,@) 
eine Lösung der entsprechenden Gleichung (3), und man hat eben 
für diese Lösung eine algebraische Differentialgleichung. 
Den Beweis des oben genannten allgemeinen Satzes führen wir 


indirekt; wir denken uns also, daß (x) eine Lösung von (3) sei, 
welche der algebraischen Differentialgleichung: 


(5) Erd, Po 91, Pr a 
genügt, wo der Kürze halber: 


(6) n=py”le), = pe) 


Kapitel VII. Der Satz von Hölder. $ 42. 105 


zu setzen ist, während wir später die ähnlichen Bezeichnungen: 


(% M=yNMa+o), M-plarte) 
einführen wollen. 
Die Differentialgleichung (5) soll eine algebraische sein; damit 


meinen wir, daß sie auf die Form: 


(8) ee) Rare, 0 


m 


gebracht werden kann, wo 2, homogen von der s'®' Dimension in 


(9) 90 Pı, Par °"', Pn 


sein soll. Bezeichnet S die Anzahl der überhaupt möglichen Lö- 
sungen der unbestimmten Gleichung: 


(10) a a 

wo die r,, ganze und nicht negative Zahlen bedeuten, so ist demnach: 
qa=S 

(11) 2, -> A,(«) pP s Er DR 
g=1 


wo die Koeffizienten A,(z) rationale, ganze oder gebrochene, Funk- 
tionen in z bedeuten, von welchen aber natürlich einige konstant 
oder gar Null sein können. 

In 2,, denken wir uns jedoch immer, daß einer der Koeffizienten 
gleich 1 ist, was ja offenbar erreicht werden kann, ohne die All- 
gemeinheit der Gleichung (5) zu beschränken; wir setzen also: 


qa=N 
(12) An Pr por" pi" a pn +2 A, (2) 0%" pi” Par De B 


9=2 


$ 42. Unmöglichkeit der hypothetischen Gleichung F', — (0. 


Wir gehen also von der im vorhergehenden Paragraphen defi- 
nierten hypothetischen Differentialgleichung: 


(1) na, 9%, Pu P,) = 


aus und setzen darin überall © + © für x, dann ergibt sich aus 
den Definitionen $ 41, (7) die neue Gleichung: 


(2) Fr +0, Po 9, ae ®, 9P,) —0. 


Betrachten wir aber das Glied der mt® Dimension 


Po) = Ad)yrgn- 7, mwtant++,—m, 
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so erhält man offenbar vermöge der Differenzengleichung $ 41, (3): 


P,& + 0) = A(@ + o)(ap(@) + R(x))»(ap®(z) + RO(a))“-- - 
R (a pr) (X) -— Re a)). 


und daraus: 
(8) P,@)-e"P,.@+o)= (Aa) Aa + o))yepp- part, 


wo die übrigen Glieder rechter Hand sämtlich von einer niedrigeren 
Dimension in @,, 91, ::,, 9, als der m‘® sein müssen, deren Koeffi- 
zienten aber sämtlich in & rationale Funktionen sind. 


Da nun die rationale Funktion A(x), wenn sie keine Konstante 
ist, unmöglich die additive Periode & haben kann, so leuchtet ein, 
daß das Glied »m*‘” Dimension rechter Hand in (3) dann und nur 
dann ausfallen kann, wenn der entsprechende Koeffizient A(x) eine 
Konstante ist; das erste Glied in 2, mit der Bezeichnung $ 41, (12) 
kann daher, wenn es der Transformation (3) unterworfen wird, sicher 


m 


kein Glied der m‘ Dimension liefern; die neue Gleichung: 
(4) m(&% 905 Pr 7 9)" Fn(l& +9, 99, 93 9) = 9, 


welche offenbar von derselben Form wie (1) selbst ist, muß daher 
mindestens ein Glied der »m‘®" Dimension weniger enthalten als 


el. 

Wir verschaffen nun in (4) einem Gliede der »n‘®* Dimension 
den Koeffizient 1 und wenden dieselbe Methode wie vorher an; auf 
diese Weise fahren wir fort, bis wir eine Gleichung erhalten, in 
welcher die Glieder der m*® Dimension sämtlich konstante Koeffi- 
zıenten haben. Eine nochmalige Anwendung derselben Methode 
liefert dann sicher für p(x) eine algebraische Differentialgleichung 
(m — 1)'® Grades: 


(5) le 9, Pi,» 5 9) zu 


Es kommt aber noch darauf an zu beweisen, daß (5) keine formale 
Identität sein kann. 
Zu diesem Zwecke betrachten wir das Glied: 


9) Bud) =A- yoga. gm, tat tm, 
wo also 4 eine Konstante bedeutet, und finden: 


Pr (2) ze Ds (X => ®) m 
7) sen 
( A PLN [67 @ a,—1 
- BZ MN Ro) > mi: mine es gene: 
a ne R (€) @o En, > 9,51 I a 


s=0 
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wo die übrigen Glieder rechter Hand sämtlich von einer niedrigeren 
Dimension als der (m — 1)'” sein müssen. 

Nimmt man nun aus den möglichen Gliedern von der Form (6) 
diejenigen, welche durch die Transformation (7) das bestimmte 
Produkt: 

(8) RO rn eh, 

liefern können, so müssen diese Glieder offenbar aus (6) hervorgehen, 
indem man dort «, durch @«,+ 1 und «, durch «, — 1 ersetzt, wobei 
p von s verschieden sein muß. Der vollständige Koeffizient des 
Gliedes (8), welcher aus Gliedern der m" Dimension hervorgehen 
kann, wird daher: 


sen 


(9) Da Eeleay 
FEN) 


wo die k, Konstanten sind. 

Aus den Gliedern (m — 1)‘ Dimension in unserer letzten Glei- 
chung F)—=0 kann das bestimmte Glied (8) durch die Trans- 
formation (4) nur mit dem Koeffizienten: 


(10) A(x) —- a!Alc+o) 


hervorgehen, wo A(x) eine rationale Funktion bedeutet, welche von 
R(x) explizite unabhängig ist. 

Nun kann aber nach dem oben bewiesenen Hilfssatze die Summe 
der Ausdrücke (9) und (10) unmöglich gleich Null werden, und 
damit ist also nachgewiesen, daß die neue Gleichung F',_, =0 
keine formale Identität sein kann. 

Diese neue Gleichung F',_,—=0 wird nun durch dieselbe Me- 
thode wie vorher reduziert, und so fährt man fort, bis man eine 
Gleichung von der Form: 


(11) D': Pr=9@) = Aa) 

s=0 
erreicht hat, wo die c, sämtlich konstant sind, A(x) aber eine in & 
rationale Funktion bedeutet. 


Aus (11) findet man aber durch eine letzte Anwendung unserer 
Methode, daß: 


SEN 


D'e: RR92) = Ale +0) — a: A(a) 


s=0 
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sein muß; dies ist aber wieder unmöglich, und somit haben wir den 
folgenden Satz bewiesen: 

Es seien a und & zwei Konstanten, während R(x) eine in x ra- 
tionale gebrochene Funktion bedeutet, welche nicht auf die Form: 


(12) R(@) =aR,(@)— R,(@ + ®) 


gebracht werden ıkann, wo R,(x) wieder eine rationale Funktion be- 
deutet; dann kann die lineare Differenzengleichung: 


(13) y(@+0)=ap(a) + Ra) 


keine Lösung besitzen, welche zugleich einer algebraischen Differential- 
gleichung Genüge leistet; die Dedingung (12) ist sowohl notwendig als 
hinreichend. 

Es ist offenbar, daß die derivierten Funktionen von @(x) sämt- 
lich dieselbe Eigenschaft wie p(x) besitzen müssen; keine von ihnen 
kann einer algebraischen Differentialgleichung Genüge leisten. 


$ 43. Über die Funktionen f p(z)dx und ER 

Um die eben dargelesten Eigenschaften der Funktion p(x) mit 
Erfolg auf I'(z) und verwandte Funktionen anwenden zu können, 
haben wir noch die folgenden zwei Eigenschaften von p(x) zu be- 
weisen: 

1) Wenn die Funktion p(x) und ihre Derivierten algebraische 
Difjerentialgleichungen nicht befriedigen können, so hat die Funktion: 
(1) D(e)— [pla)da 
dieselbe Eigenschaft. 

Wäre nämlich eine solche Differentialgleichung möglich, so 
müßte dieselbe die Funktion ®(x) selbst explizite enthalten und 
könnte demzufolge auf die Form gebracht werden: 


sem 


(2) Dr) + ZA) 9, 


wo die Koeffizienten A,(x) in x selbst und in p(x), 9x), - - -, 9 (z) 
rationale Funktionen bedeuten, denn es ist ja wegen (1): 


(8) Dan) = Pre) m. 


Differentiert man aber die Gleichung (2) nach x, so ergibt sich 
wegen (8): 
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s=m-—1 


9 Der 4 m-94: wi =0, A-1, 
s=0 
welche Gleichung ja offenbar keine formale Identität sein kann, weil 
die (m — 1)" Potenz von ®(x) nicht wegfallen kann. Die Gleichung 
(4) kann daher auf dieselbe Form wie (2) gebracht und ihr Grad in 
®(x) in ähnlicher Weise erniedrigt werden; unsere Methode führt 
uns daher zuletzt auf eine Gleichung von der Form: 


, Ne: Et N j 
Br Me A 


oder auch: 
(6) Da)=atap++6P", 
wo die Koeffizienten a,b, c nz, (x), p9 (x), -- rationale Funk- 


tionen sind. 

Eine Differentiation nach x zeigt aber direkt, daß die Gleichung 
(6) nieht möglich sein kann; was die Gleichung (5) betrifft, so 
schreiben wir sie in der Form: 


() D@a)=-—+R 


und bezeichnen durch einen Strich die nach x genommenen Ab- 
leitungen, dann folgt aus (7): 
(8) 9 —-R)=-PQ—-PV; 
ordnet man aber die beiden Seiten von (8) nach @, so leuchtet ein, 
daß diese Gleichung keine formale Identität sein kann; daher ist (7) 
und somit auch (2) unmöglich. 

2) Es sei p(x) dieselbe Funktion wie vorher, dann kann auch 
die andere Funktion: 


9) 2a) = 
keiner algebraischen Differentialgleichung genügen. 
Denkt man sich nämlich, daß eine solche Gleichung möglich 


wäre, so könnte sie vermöge (9) und $ 16, (5), (6) immer auf die 
Form: 


(10) 2” (x) +3 A,2>(c) = 0 


gebracht werden, wo die Koeffizienten A, sämtlich in 
x, PR), PR), PR) 
rationale Funktionen bedeuten. 
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Die Identität: 
(11) AN) = AR): PR) 


zeigt aber, wenn wir (10) differentiieren, daß auch: 


sem 


(12) mar(a)o(a) + >’ [m 94, 9@)+ Ge") 0 


sein muß; eliminiert man nunmehr aus (10) und (12) die Potenz 
%”(x), so erhält man die neue Gleichung: 


sem 


(13) > (u 54,:9@)- 2r(@) = 0, 


Geil 


welche ebenfalls keine formale Identität sein kann; denn setzt man 
der Kürze halber: 
IE Oo FTP +: top _ B 
x U 9 


so wird: 

dA, DIE IA — 82 

Eh _4p m AEZEGZerIn, 
und hier kann der Zähler offenbar nicht identisch verschwinden; die 
Unmöglichkeit der Gleichung (10) erweist sich dann durch eine An- 
wendung der gewöhnlichen Methode. 


$ 44. Anwendungen auf die vorhergehenden Funktionen. 
Als eine Anwendung der drei vorhergehenden Sätze wollen wir 
nunmehr den folgenden speziellen Satz beweisen: 


Keine der sechs Funktionen: 
1 
Ba), Ta), vo), ve). Ba), BT, 5) 


kann einer algebraischen Differentialgleichung Genüge leisten. 

Daß W(x) diese Eigenschaft besitzt, ist einleuchtend, denn 
man hat: 

1 
We+ 1) wo) +, 

und damit ist zugleich I'(x) abgetan; dies ist der eigentliche Satz 
von Hölder. 

Gehen wir weiter von der Identität: 


v(z) = log x — #(x) 
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aus, so ergibt sich: 
1 
vr) = — PO), 


womit die obengenannte Eigenschaft für v(x&) und daher auch für 
u(z) erwiesen ist; denn aus der Definition: 


u(®) = log I‘(&) — (2 — 5) log x +2 — log Y2r 
fließt die weitere Identität: 
1 
a) = vl). 


Was die beiden letzten Funktionen ß(x) und B(S, >) betrifft, 
so hat man: 
1 
Pe+ =) ++ 


und: 
il 
D,log B =, =) = — Bla); 


damit ist aber unser Satz vollkommen bewiesen. 
Stadigh') hat bemerkt, daß auch die Funktion: 


are 


die obige Eigenschaft besitzt. Dies ist auch eine unmittelbare Folge 


unseres ersten allgemeineren Satzes; es ist nämlich nach einer ein- 
fachen Reduktion: 


ya+D)=9@)+-+ 


Es ist übrigens offenbar, daß der Satz von Stadigh beträcht- 
lich verallgemeinert werden kann. Zu dem Ende bezeichnen wir 
mit a, und «, willkürliche Konstanten, während die p, rationale 
Zahlen sind; dann kann keine der Funktionen: 


2 
c—1 


Da, Pp,2 + a), 

| 

[I tw: +) 

r=1 
einer algebraischen Differentialgleichung Genüge leisten, voraus- 
gesetzt, daß die Argumente (p,% -+ «,) nicht paarweise geordnet 


1) Dissertation, p. 32; Helsingfors 1902. 
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werden können, so daß die Differenz je zweier solcher Argumente 
eine ganze Zahl ist, während die entsprechende a, die Summe 
Null hat. 

Als Beispiele können die Funktionen B(x,y) und P(x, y), als 
Funktionen von x betrachtet, dienen; da die nach © genommene 
Ableitung von ®(x, y) keiner algebraischen Differentialgleichung 
genügen kann, so ist dies mit der Funktion ©(x, y) selbst der Fall, 
wenn wir © als Funktion von x betrachten. 
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Kapitel IX. 
Über die Integralgattung B(z). 


$ 45. Fundamentaleigenschaften des Integrals ®(z). 


Wir wollen unsere Darstellung der bestimmten Integrale, welche 
in der Theorie der Gammafunktion auftreten, mit einer kurzen 
Untersuchung über eine Integralgattung einleiten, welche in ver- 
schiedenen Problemen eine wichtige Rolle spielt und die Mehrzahl 
der in der Theorie der Gammafunktion auftretenden Funktionen als 
Spezialfälle enthält. 


Zu dem Ende setzen wir: 
(1) tv — e® log & 


wo t positiv ist, und wo logt als reell anzusehen ist; weiter sei 
nun (ft) eine solche Funktion der positiven Veränderlichen ft, daß 
das bestimmte geradlinige Integral: 


&) 8,0) - (p r-iai 


mit der Definition (1) für jeden endlichen Wert von |x| konvergiert, 
wenn 6 eine positive Größe bedeutet, welche von beliebiger Klein- 
heit, aber doch angebbar ist; endlich soll es möglich sein, eine solche 
positive Zahl ö zu bestimmen, daß das supplementäre Integral: 


) R,@) = (por-ai 


der Bedingung: 


ee 
@ Bolsa 


€ 


Genüge leistet, je nachdem R(x) 20 ist, vorausgesetzt daß 6 <d 
angenommen wird, und & eine vorgegebene positive Größe von be- 
liebiger Kleinheit bedeutet, 

g* 
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Unter diesen Voraussetzungen wollen wir nunmehr den folgenden 
Satz beweisen: 
Das bestimmte geradlinige Integral: 


(5) B(«) = (pr-1dt 


ist in jedem endlichen Punkte der durch die Ungleichung R(x) > 0 
bestimmten Halbebene gleichmäßig konvergent, und die Funktion B(x) 
ist in dem so bestimmien Bereiche B eine in x analytische Funktion. 

Man hat nämlich wegen (2) und (3): 
(6) Bla) = B,@)+ RB, @); 
es sei nun weiter x eine in ® abgebildete Zahl, während y eine 
endliche Zahl bedeutet, so daß N(y)>0 ist, dann ist wegen (2) 
und (4) auch das Integral ®(x + y) konvergent. Ist umgekehrt x 
eine außer dem Bereiche ® abgebildete Zahl, während N(y) <O 
vorausgesetzt wird, so konvergiert das Integral ®B,(x + y) sicher, 
während R,(& + y) keinen Sinn hat, und somit ist der erste Teil 
unseres Satzes bewiesen. 

Was die analytische Natur von ®(x) betrifft, so hat man fol- 
sende drei Bedingungen zu untersuchen: 

1) Die Eindeutigkeit von B(x) in B; diese Eigenschaft ist eine 
unmittelbare Folge der beiden Definitionen (1) und (5). 

2) Die Stetigkeit von B(x) in B; bezeichnen z und c+h 
zwei in ® abgebildete Zahlen, so ist für £> 6 wegen (1): 


Fri PU] Fhlogt-K), 


wo K endlich bleibt, wie klein auch || angenommen wird, und 
der Grenze 1 zustrebt, wenn |h| verschwindet; daher ist: 


ji 
(7) -Bla+h)-B,@)=h SKpgr- logtdt; 


weiter ist es nach (4) möglich, ö so klein zu wählen, daß: 
(8) R,@+h)i<e-|hl, |R,@)l<e:-|hl 
wird, wo & eine vorgegebene positive Größe von beliebiger Klein- 
heit bedeutet, falls nur 6 <d angenommen wird. 

Es ist demnach möglich, |h| so klein zu wählen, daß: 

B@+h)— Ba) 

beliebig klein angenommen werden darf, und somit ist die Stetigkeit 
von ®(x) im Bereiche ® nachgewiesen. 
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3) Die Derivierte B® (x); aus (7) und (8) folgt unmittelbar, daß 


der Grenzwert: 
lim & er n = nn zn) (£) 


|r|=0 


endlich und bestimmt und unabhängig von h wird, falls nur « und 
x + h beide im Bereiche ® liegen; man findet aus (7) und (8): 
1 
(9) Ya) =/plt) log t- #-1dt. 
ö 


Setzt man in (5): 
(10) e’=t, ple’)=fl), 


so erhält man für B(x) das folgende geradlinige Integral: 
(11) Vz) —/f(o)e-**dz, 
ö 


und es. ist dann zu beachten, daß die Derivierten von g(t) und 
f(z), falls solehe Funktionen existieren, durch die Formeln $ 27, 
(1), (2) verbunden sein müssen; aus (11) findet man die beiden 
weiteren Integraldarstellungen: Fr 


(12) Ba + iy) +B@ — iy) - fer) cos (zy)dz, 
) 


(13) e Va + iy) - Bw — iy) = fe#f(e) sin (zy)dz, 
0 


wo also die zwei Zahlen x + iy beide im Bereiche ® liegen müssen. 
Es leuchtet ein, daß die eben hergeleiteten Eigenschaften der 
Integralgattung V(x) auch noch in den folgenden beiden Fällen 
richtig bleiben: 
1) Ist die Bedingung (4) für Rx) Z ® befriedigt, so setzt 


1 
(14) Bl) = B,(& + 0) -/sor- ge-1dt, 
2) Das Integral (2) ist zwar divergent, das folgende: 
1 
Seor--royaı 
ist aber konvergent, während f(f) der Bedingung: 


Sroat<e 


0 
Genüge leistet, falls 6 < 0; 
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das Integral: 
1 
(15) U) (por! — foo)at 
() 


hat dann dieselben Eigenschaften wie V(x). 

Wir erwähnen noch den folgenden Spezialfall eines allgemeinen 
Satzes von Lerch): 

Die analytische Funktion B(x) kann in der durch die Un- 
gleichung R(x) > O0 bestimmten Halbebene nicht unendlich viele Null- 
stellen besitzen, welche eine arithmetische Reihe bilden, außer wenn 
p(t) identisch verschwindet. Die Integralgattung B(x) erlaubt somit 
keine Nulldarstellung. 

Wir können indessen hier den Beweis dieses Satzes nicht 
wiedergeben, sondern müssen auf die Abhandlungen von Lerch 
selbst hinweisen. 


$ 46. Integraldarstellungen von B(x) + V,(x) und VB(x):- DB, (x). 
Wir betrachten nunmehr zwei Integrale der obenerwähnten 
Gattungy nämlich: 


(a) La) -[p)r-tat, 


1 
(2) B (0) -(udr-tat; 
0] 
aus ihnen ergibt sich unmittelbar das neue Integral derselben Gattung: 
1 
(8) Ba) + Bo) [Ph + vo)r-tat. 
1) 


Um auch das Produkt B(x)- B,(x) zu untersuchen, setzen wir 
in (2) 2:t statt £ und erhalten so: 


(4) L, (0) le 


wo t eine positive und bestimmte Größe bezeichnen muß; setzen 
wir aber ferner: 


(5) La) -[pWr-idt+[pWr-tdt, 


so darf das £ in (4) mit demjenigen im ersten Integrale rechter 


1) Rozpravy I Nr. 33, 1892 (böhmisch). Acta Mathematica, Bd. 27, p. 347; 
1903. 
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Hand in (5) identisch angenommen werden; somit ergibt sich die 
Formel: 


Bl): B,(e) = 80 [pWr-ai „fe dt (sa), 


aus der unter Anwendung der Formel $ 45, (4), wenn & gegen Null 
konvergiert: 


Bl): Ba) = 0. fe)e-.) 


folgt; einem bekannten Satze zufolge!) kann man aber, wenn die 
Funktionen g(t) und Y(t) abteilungsweise stetig sind, das so er- 
haltene Doppelintegral auch RE darstellen: 


BB.) 27 ( (6) ar dt) da. 


Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen: 

Das Produkt zweier Integrale B(x) und B,(x) läßt sich, wenn 
die Funktionen p(t) und (t) abteilungsweise stetig sind, immer als 
Integral; derselben Gattung: 


1 
(6) Ba) Bo) - fr@r-iai 
0 
darstellen, wo der Kürze halber: 
1 


@ «0-2 v(£)as 


gesetzt worden. vst. 
Die Funktion y(t) muß offenbar in und Y symmetrisch sein; 
setzt man aber in (7) z=t:u, so folgt: 


AG) fa : ) du, 


woraus die Symmetrie deutlich hervorgeht. 
Unsere Integralgattung B(x) bildet also für die Addition, Sub- 
traktion und Multiplikation eine in sich geschlossene Gruppe. 


1) Stolz, Grundzüge der Differential- und Integralrechnung, Bd. III; 
Leipzig 1899, Teubner. 
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Will man die Darstellung $ 45, (11) anwenden, so findet man 
aus (7), indem e' statt t und e”* statt 2 eingeführt werden: 


s t 
(8) nö) =/fasl — 2)dz, 
Ö 
wo der Kürze halber: 


9) fd = pe’), ge) = Hle”'), Ai) = ale) 


gesetzt worden ist. 


$ 47T. Die Fundamentaloperationen der Analysis. 


Für die durch das Integral: 


(1) Sa) =/[p)r-idt 


im Bereiche ® definierte analytische Funktion B(x) haben wir schon 
in $ 45, (9) die Formel: 


il 
(2) B' (a) (pl) log t- #idt 
4 0) 


entwickelt; somit bildet unsere Integralgattung B(x) auch für die 
Differentiation eine in sich geschlossene Funktionengruppe. Dies 
ist aber im allgemeinen für die Integration nicht mehr der Fall, 
denn wir können leicht den folgenden Satz beweisen: 

Sind a und x zwei im Bereiche B abgebildete Zahlen, so kann 
man einen solchen Integrationsweg einschlagen, daß: 


2 1 
(3) IE (x) de = vol! — 2, 
5 0 


log t 
ist. 
Betrachtet man nämlich a als eine feste Konstante, so führt (2) 
unmittelbar von (3) nach (1) zurück. 
Wünscht man in (3) «—= 0 zu setzen, so lautet die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafür: 
ö-+e 


9) IX 
(4) RN: dt — (Wr 


und man findet in diesem Falle: 


Pe le, 
(5) HENOLZ f en 
0 0 


eine Formel, die auch im Bereiche ® anwendbar ist. 
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Will man noch die Funktion B(x) nach x unbestimmt inte- 
grieren, so muß die Funktion p(x) der Bedingung: 


1—d—e 
(6) ‚Jim en di=0 
0 ogt 
a. Er) 


Genüge leisten; und man findet in diesem Falle: 


1 
n Bla)ae = | .e-1atı K, 
log t 
0 


wo K die willkürliche Integrationskonstante bezeichnet. 
Um für die Integralformel (5) ein Beispiel zu geben, benutzen 
wir die Identität: 


1 


fer Ne)>0 
0 


und finden: 
> x2—1 
© tg at, Re)>0; 
0 


diese Formel kann dazu dienen, das unbestimmte Integral von 
B(x) in demjenigen Falle darzustellen, wo p(l)=gp(l1 —0) einen 
endlichen und nicht oszillierenden Wert hat; man findet nämlich 
dann zunächst: 


e) Seo -r+ AOL ea =: De-idt, Ra) > 0; 


denn eine Differentiation nach x führt unmittelbar von (9) auf 
(1) zurück; aus (8) und (9) aber findet man ohne Mühe den Satz: 
Ist g(1) = gp(1—0) eine endliche und nicht oszillierende Größe, 


so ist im Bereiche ®B: 
1 


(10) Js da K 4, I 


log t 


Will man die Darstellung : 45, (11) des Integrals B(x) be- 
nutzen, so findet man gemäß (2) und (3): 


(11) Oz) — [rote at 27 


(12) [Boaa a a, 
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aus (4) und (5) aber: 


(13) Fawas SF at, 


wo man also: 


DE 
(14) lim I ft - 
ee? 
voraussetzen muß, während (7) unter der Bedingung: 
d-+e 
(15) im (Par=0 
F o=-+0, 
e— +0 


die analoge Formel: 


(16) [Bear - x [Be waı 
: 0 


ljefert; endlich findet man aus (10) die weitere Darstellung: 
7 re Ve — ro‘ 
am) SB@ar x 


wo man also voraussetzen muß, daß f(+ 0) eine endliche und nicht 
oszillierende Größe ist. 


$S 48. Die Fundamentaloperationen der Differenzenrechnung. 


Es ist sehr bemerkenswert, daß uns die Fundamentaloperationen 
der Differenzenrechnung, d. h. die Operationen: 
Af@)= fa +1) f@) 
4-1 f(a) - 9(#), wenn A1g(a) — fla) ist, 
auf das Integral ®(x) angewendet, zu ähnlichen Resultaten führen 
wie die Fundamentaloperationen der Analysis, was für analytische 
Funktionen im allgemeinen nicht der Fall ist. 
Erstens findet man ohne Mühe die Formel: 


A) IB (x) - [oo — 1)e-1dt 


die im ganzen Konvergenzbereiche ® anwendbar ist, und aus ihr 
leicht die umgekehrte Formel: 


% 
” x—1 
(2) 4-'"%(x) - (90. a , 
0 
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wo .J(x) der Periodizitätsbedingung J/(x + 1) = J(x) Genüge leistet, 
sonst aber ganz willkürlich angenommen werden darf. 

Wenn die Bedingung $ 47, (6) erfüllt ist, so läßt sich die 
Formel (2) einfacher rn darstellen: 


(3) 4-'% (x) [8 .#=1dt + J(a) 


oder, was offenbar dasselbe ist: 
(4) BD=-- VLa+) HI); 
Sl) 
denn die Definition von ®(z) ergibt unmittelbar die Identität: 
a 


IB +) Tape, 
su 0 


aus der wegen (3): 


S—N 1 


(5) 41%(a) + 2, V(c+9)= ar et 
s=0 

folgt; somit ist es möglich, eine naive ganze Zahl N so zu be- 
stimmen, daß der absolute Wert des Integrals rechter Hand in (5) 
kleiner als & wird, wo & eine vorgegebene positive Größe von be- 
liebiger Kleinheit bedeutet, wenn nur n > N vorausgesetzt wird; 
damit ist aber die Formel (4) bewiesen. 

Wenn die Formeln (3) und (4) einen Sinn haben, nennen wir 
die Funktion B(x) summierbar. 

Aus der Identität: 


1 
{ [} 
1 feat, Re) >0 
0 
findet man vermöge der Definition $5, (2) von P(x), daß: 
1 
1 


(6) vo! ar+ Ta), Ra)>0 


0 
sein muß; somit ist (x) als der Logarithmus der Differenzenrech- 
nung anzusehen. 
In dem Falle, wo g(1)=g(1—-0) eine endliche, nicht oszillierende 
Größe ist, Ede man ohne a 


1 
DM L'8) = pl) Ele) a tried 
0 


124 Zweiter Teil. Bestimmte Integrale. 


denn die Operation 1 führt von (7) auf die Definition von B(«) 
zurück; aus (6) und (7) findet man dann die einfachere Darstellung: 


1 
e x—1 
Ö 480) = [OT T at + I@), 
ö 
welche derjenigen im $ 47, (10) ganz ähnlich ist. 


Benutzt man die Integraldarstellung $ 45, (11) für V(x), so 
ergeben sich aus (1) und (2) die entsprechenden Formeln: 


(9) AB(e) = - rocı — eNe'*dt, 


ee —ix 
ı ar 4 Ta); 


(10) 180) - | 1a) 
0 
aus (3) folgt unter der Bedingung $ 47, (15): 
el See 
e e — 
N 
und die Formel (7) läßt sich folgendermaßen schreiben: 


® —t 2, —tx 
(12) Ra f ee 
0 


$ 49. Binomialkoeffizientenentwicklung für V(x). 

Da das Integral B(x) im Bereiche B eine in & analytische 
Funktion ist, so kann es offenbar in der Umgebung jedes Punktes 
von ® in eine Taylorsche Reihe entwickelt werden; viel natür- 
licher für diese Funktionengattung sind indessen Entwicklungen 
nach Binomialkoeffizienten, die wir folgendermaßen herleiten können. 

Wir betrachten die etwas allgemeinere Funktion $ 45, (15): 


(1) U) (Por! fo)dt, 


wo R(x) > o vorausgesetzt werden muß; nun führt aber die Bino- 
mialformel, falls 1>4> 0 angenommen wird, auf die Entwieklung: 


sS—=o@ 


(2) 1-4 -DOyAe 


s—0 
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wo der Kürze halber: 


By ee er 
gesetzt worden ist. 

Die unendliche Reihe rechter Hand in (2) ist aber im Inter- 
valle 1>t>0O nach £ gliedweise integrierbar, falls nur R(x) > 0 
vorausgesetzt wird.) Ist nun weiter N(y) > o, so ist die Funktion 
p(t)!’ in demselben Intervalle 1>t> 0 integrierbar, und ein be- 
kannter Satz?) ergibt dann unmittelbar die Entwicklung: 


s—=o@ 


(4) ler )=Ia): (7), 


s—0 


wo der Kürze halber: 


1 
(5) 9) -f(pWe — fa)at = Uly+ 1) 
0 


und allgemeiner 
1 
(6) ,)=- rg — rat = ArUy +1) 
N 


gesetzt worden ist. Damit ist der folgende Satz bewiesen: 

Es sei R(y) > o, dann ist die Entwicklung nach Binomial- 

koeffizienten: 

@) U - Yu +D- (237) 

in jedem endlichen Punkte der durch die Ungleichung R(z — y) > 0 
bestimmten Halbebene konvergent. 

Falls © <O ist, so darf man in (7) y= 0 annehmen, und die 
so erhaltene Binomialkoeffizientenreihe ist für jeden endlichen Wert 
von & mit positiver reeller Komponente konvergent. 

Was die allgemeine Reihe betrifft, welche schon von Stirling?) 
untersucht worden ist: 


sS—=&@0 


(8) wear), 


s—0 


wo die Koeffizienten a, sämtlich von & unabhängig sind, so ergibt 
der Grenzwert $ 21, (2) ohne Mühe die beiden folgenden Sätze: 


1) U. Dini, Grundlagen für eine Theorie der Funktionen einer veränder- 
lichen reellen Größe, p. 523; Leipzig 1892, Teubner. 

2) U. Dini,loe. eit., p. 528. 

3) Methodus differentialis. London 1730, 
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A. Der Bereich der absoluten Konvergenz der Reihe W(«) ist 
der endliche Teil einer Halbebene, welche rechts von einer gewissen 
geraden, auf der Achse der reellen Zahlen senkrecht stehenden Linie liegt. 

B. Wenn die Glieder der Reihe W(«) für einen gewissen end- 
lichen Wert « von x sämtlich endlich sind, so ist diese Reihe sicher 
unbedingt konvergent für jeden endlichen Wert von x, welcher der 
Bedingung R(& — «) > 1 Genüge leistet. 

Um die Fundamentaloperationen der Differenzenrechnung auf 
die Reihe (8) anzuwenden, gehen wir von der elementaren Identität: 


x x —|1 c—1 
(9) () 5; ( n ) je br N) 
aus und finden so unmittelbar die Formel: 


s—=® 


(10) 4 Wie) Dam i Wi ® N) , 


s—Uu 


welche im ganzen Konvergenzbereiche von W(x) anwendbar ist. 
Ebenso leicht findet man die entsprechende umgekehrte Formel: 


(11) A!W(«) =D, k at n) +.J(e), 


die ebenfalls im obengenannten Bereiche anwendbar ist, und in der 
J(x) der Periodizitätsbedingung J(& +1)= J(x) Genüge leistet, 
sonst aber ganz willkürlich angenommen werden darf. 

Die Fundamentaloperationen der Analysis führen auf viel kom- 
pliziertere Resultate. 

Da das Produkt zweier Integrale B(x) wieder ein Integral der- 
selben Gattung wird, so leuchtet ein, daß das Produkt der zwei 
entsprechenden Binomialkoeffizientenreihen wieder in eine solche 
Reihe entwickelt werden kann.') 

Für die Koeffizienten «a, der Reihe (8) wollen wir jetzt den fol- 
genden Satz beweisen: 

Konvergiert die Reihe (8) für N(x) > 1, so ist allgemein 
(12) a,= 4"W(l). 

Setzt man in (8) nacheinander =1, 2, 3, 4,---, so führt die 
vollständige Induktion in der Tat unmittelbar zu (12). 

Wir haben endlich zu bemerken, daß die Reihen von der Form 


1) Man vergleiche meine Abhandlung in Rendiconti della Reale Acca- 
demia dei Lincei vom 4. Dez. 1904. 
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(8) Nullentwicklungen gestatten; man hat bekanntlich vermöge der 
Binomialformel: 


s=nR 


any u N ee 

s=UÜ 
über diese Nullentwicklungen im allgememen hat Pincherle!) 
einen interessanten Satz bewiesen. 

Pincherle?) hat mir auch die notwendige und hinreichende 
Bedingung mitgeteilt, welcher eine Funktion genügen muß, um in 
eine Reihe von der Form (8) entwickelt werden zu können. Diese 
Bedingung zeigt, das die vorhergehenden Integralgattungen ®(x) 
und U(x) nur Spezialfälle solcher Funktionen darstellen. 


$ 50. Partialbruchentwicklung für B(x). 

Über die Reihenentwicklungen von ®(x) wollen wir noch den 
folgenden spezielleren Satz beweisen: 

Es sei p(t) im Innern des Kreises || = 1 regulär und die zu- 
gehörige Potenzreihe: 
(1) ge») = nm+aHt+tRaP tm; +- 
gliedweise von T=0 bis t=1 integrierbar, dann hat man die Ent- 
wicklung: 


r [07 a, dy 4, 
(2) es 


welche in der ganzen unendlichen &-Ebene außer den einfachen Polen 
konvergiert. Die obengenannten Bedingungen sind sowohl hinreichend 
als notwendig. 

Den Voraussetzungen ao ist die Reihe: 


[4 [47 
De +4 +7 u ar 
konvergent; setzt man aan 


= + 


A, a 
le ee a 
wo & weder gleich Null noch eine negative ganze Zahl sein darf, 
so hat man offenbar: 


s—=w@ 


) aD 


1) Man vergleiche seine Abhandlung in Rendiconti della Reale Acca- 
demia dei Lincei für 1902, p. 420ff. 
2) In einem Briefe vom 14. April 1904. 
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und es bleibt uns nur noch übrig, die Konvergenz der Reihe (3) 
nachzuweisen. 

Setzen wir zu diesem Zwecke = «a+iß, wo « und ß reell 
sind, so finden wir: 

1 @a—+5 i : 
ee ee 

die Zahlen «, sind daher, für hinlänglich große s, sämtlich positiv 
und wachsen beständig mit s, während die Zahlen ß, sämtlich das- 
selbe Zeichen haben, und es ist für hinlänglich große s: 


Brlh:|; 


„u 
a=W% + ray, 


setzt man noch: 


wo a, und a/ wieder reell sind, und beachtet man, daß die Reihe $ 

konvergent ist, so zeigt ein Lemma von Abel'!), daß die unend- 

liche Reihe rechter Hand in (3) in vier andere zerlegt werden kann, 

die sämtlich konvergieren. Die Reihe S, ist daher gleichfalls kon- 

vergent. Somit ist unser Satz eine unmittelbare Folge der Gesetz- 

mäßigkeit einer gliedweisen Integration der unendlichen Reihe?): 
so 


p(t) R ae As: fets-1 


N) 


$ 5l. Anwendungen auf die Funktion B(x) = — 


Als Beispiel der vorhergehenden Theorie wollen wir das ein- 
fachste Integral der Gattung V(x), nämlich: 


1 [os] 
(1) .- ei |errai, Ra) >08, 
0 () 


untersuchen. 
Zunächst ergibt eine Anwendung von $ 47, (3) die von Euler?) 
herrührende Formel: 


1 & 
e x an Fl: ee 
(2) log () = f Dh f —— dt, 
v v 


wo man sowohl R(x) > 0 als R(y) > 0 voraussetzen muß; aus (2) 
findet man dann ohne Mühe die beiden weiteren Formeln: 


1) 2) U. Dini, Grundlagen, pp. 135, 523. 
3) Novi Commentarii Academiae Petropolitanae, Bd. 19, pp. 70, 79; (1774) 
1775. Institutiones calculi integralis, Bd. IV, p. 264; 1794. 
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1 


(3) log (- Se ”) - [4= Pl gt dt, 


e\ xy t log t 
+ { ) Ir 
@+y+ 92 Kerne), 
(4) log ke 2)Yy || 2; per dt, 


welche uns späterhin sehr nützlich sein werden. 
Setzt man in 2) y=1, x =re®, wo r positiv ist, während 
der reelle Winkel 9 der Bedingung: 


TC TC 
a 


genügen muß, so erhält man die Formeln: 


B = ih —tirc.80 NR \ 
(5) a LIE DRN 


v 
A a sin (bein A) 
(6) (= f : ——dt; 
0 


es ıst bemerkenswert, daß die Funktion linker Hand in (5) von 0 
ganz unabhängig ist, während r aus (6) wegfällt, was man leicht 
einsieht, wenn man ir = 2 einführt. 

Die Formel (2) liefert für &=1+€® und y=1, wo ® der- 
selben Bedingung wie vorher genügt, noch die weiteren Formeln: 


1) “, on 
(d) log; (2 cos 5) — — zes re eos (tin 0/40, 
\) 
0 er i 
(8) eier: —— . e7?°%8 0. sin (sin 0)d0. 
Ü) 


Wir kehren nunmehr zu den Formeln $ 45, (12), (13) zurück 
und finden gemäß (1), daß: 


(9) Mar m -/ e"!*.cos (ty)dt, 
0 

(10) AERL, -/e ‘= .sın (ty)dt 
0 


Nielsen, Theorie der Gammafunktion. 9 
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sein muß, vorausgesetzt daß N(x + iy) > 0 angenommen wird; die 
Integration nach y von O bis y ergibt dann: 
je) 


(11) arc tg oo - .o-tzdt, 


0 


u) = log (1 Se &) = —_ 3 = 2 dr, 
0 


wo man wiederum N(x + iy) >0 und in (12) noch R(x)>0O an- 
nehmen muß. Integriert man dagegen nach x, und zwar von OÖ 
bis x, so ergeben sich die beiden ähnlichen Formeln: 


[ee] 


2 Baur 
(13) 5 log (1 ar 5) f ; - cos (ty)dt, 


v0 
A —tx 
(14) arc tg (7) -/' _ sin (ty) dt, 
v0 


wo y als reell anzusehen ist, während überdies N(x) > O0 angenommen 
werden muß. 
Setzt man speziell in (12) und (13) x=y, so folst: 


5 1 het u e% 
(1) lose e dt -[ 7 vostdt, 
Ö {0 


während die Addition der beiden Formeln (11) und (14) folgende be- 
rühmte Integraldarstellung von Euler liefert: 


in (t 
(16) —.sgny= = Y at; 
0 


denn die unendlich vieldeutigen Funktionen in den Formeln (11) bis 
(14) sind sämtlich so zu bestimmen, daß sie mit y verschwinden; 
in (16) ist sgn (signum) die Bezeichnung von Kronecker für das 
Vorzeichen der reellen Zahl y. 

Eine Anwendung der allgemeinen Formel $ 49, (7) ergibt endlich 
für y— 0 die spezielle Entwicklung: 

1 —1’ («—1 

(17) 32 | 5 )» 


s=(0 


welche für jeden endlichen Wert von & mit positiven reellen Kom- 
ponenten konversgiert. 
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Kapitel X. 
Das erste Eulersche Integral. 


$ 52. Bestimmung des Integrals a : 


Nach Legendre wollen wir das folgende von Euler!) her- 
rührende bestimmte Integral: 
1 


(A) 2) - fea = eye "at, 


wo Rz), N(y) und N(a) sämtlich positiv sein müssen, als das erste 
Eulersche Integral bezeichnen. 


x . . .. 
Um den Wert von En zu bestimmen, gehen wir von der für 


|< 1 anwendbaren Entwicklung: 


Rn In Ye 
2 De a N 1); .fgas+x=-1 
a ae N (*, ) 


s==0 


aus; eine formale gliedweise Integration von t=0 bis i=1 der 
unendlichen Reihe rechter Hand in (2) liefert dann das Resultat: 


u ni 
(3) DIN ) 5 ats (1-%, a’ ET aL ’ t 


s—=0 


nun ist aber die Reihe rechter Hand in (2) unter den vorher 
angegebenen Bedingungen im Intervalle O<t<1 gliedweise inte- 
grierbar, und die Reihen (3) sind wegen $ 22, (2) konvergent. 
Ein bekannter Satz ergibt daher die Formel): 


B errl-häsenn) 


a 


welche schon von Euler?) gefunden worden ist. 


1) Comment. Acad. Petrop., Bd. 5, p. 36—57; (1730—31)1738. Miscellanea 
Taurinensia, Bd. 3, p. 156—177; (1762—65) 1766. Novi Comment. Acad. Petrop., 
Bd. 16, p. 91—139; (1771) 1772. Bd. 19, p. 115—154; (1774) 1775. Nova Acta 
Academiae Petropolitanae, Bd. 5, p. 86—129; (1787) 1789. Bd. 8, pp. 3—14, 
15—31, 32—68; (1790) 1794. Institutiones calculi integralis, Bd. I, p. 213—247, 
Bd. IV, p. 78—354. 

2) U. Dini, Grundlagen, p. 523. 

3) Nova Acta Academiae Petropolitanae, Bd. 5, p. 114; (1787) 1789. 

9* 
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Bine Anwendung von $ 22, 10 liefert nun für =) unmittelbar 
den folgenden endlichen Ausdruck durch Gammafunktionen 


A 9-2 


Y r( 2) 


oder, was offenbar dasselbe ist: 
\ x 1 BT 
(6) (@) BE, = 


so daß sich das Integral (&) auf eine Betafunktion reduziert. 


Die Formel (5) war auch, wenigstens in spezielleren Fällen, 
Euler!) bekannt; allgemeiner ist sie von Legendre?) angegeben, 
während sie vollständig zuerst von Poissons3), später von Jacobi‘) 
hergeleitet worden ist. 

Eine Anwendung der gewöhnlichen Produktdarstellung für I’(x) 


gibt für (>) vermöge (5) die Entwicklung: 


(4) 2 co I 1 @ er 2 = ni 


welche man ebenfalls Euler?) verdankt. 
Wir wollen hier noch eine direkte Anwendung der Formel (1) 
mitteilen. Setzen wir in dieser Formel = e”‘, so erhalten wir: 


(1) 


we 
(8) elraee 
0 
aus der Identität: 


sin (ty) = Er 


folgt daher unmittelbar die andere: 


(9) feri (sin ty) di= (2i)- fe erde er 
ö 


1) Novi Commentarii Academiae Petropolitanae, Bd. 16, p. 109; (1771) 
1772. Institutiones calc. int., Bd. IV, p. 93. 

2) M&moires de l’Institut 1809, p. 416. Exercices de caleul integral, Ba. 1. 
p- 279; 1811. 

3) Joumal de l’Eeole Polytechnique, cahier 19, p- 404. 

4) Journal für Mathematik, Bd. 11, p. 307. 

5) Miscellanea Taurinensia, Bd. 3, p. 156; (1762—1765) 1766. 
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wo man also R(yi)>0 und Rx — yzi) > O annehmen muß. Eine 
Vergleichung der Formeln (1) und (9) ergibt dann unmittelbar 
vermöge (5): 

% T(e+ be =: Sg) 
(10) de sin (ty) dt = - er SE 


ARE ? 
. (art.y. r(1+ ”, 2 


eine Formel, die von Lobatschewsky') herrührt. 


$S 53. Integraldarstellungen für die Betafunktion. 
Die Formel $ 52, (5) zeigt deutlich, daß die Allgemeinheit der 


Funktion (2) nicht durch die Annahme a= 1 beschränkt wird. 


Nichtsdestoweniger haben verschiedene Annahmen über die Werte von 
a in der älteren Literatur über die Betafunktion ganze Formel- 
sammlungen geliefert; man vergleiche z. B. die Arbeiten von Euler.”) 
Wir wollen indessen auf diese nur scheinbare Allgemeinheit der 


Funktion (=) verzichten und setzen einfach: 


1 


TS V i ) 
(1) Tor _ (pi - ir-ias, Ra) > 0, Ry)>O. 
0 


Aus dieser Formel kann man mehrere andere herleiten, welche 
uns in den Anwendungen häufig nützlich sein werden; wir wollen 
hier die wichtigsten dieser Umformungen der Formel (1) mitteilen. 


1) Setzt man im folgenden Integrale = Yz, so erhält man 
wegen (1) die ähnliche Formel: 
1 ‘ 


a Jeru=apr-ıa-t.20r0, Ra)>0,RY)> 0; 
0 


indem man ?= sing einführt, ergibt sich daraus: 


7 


9 


15} 


2er)? 
2) Transformiert man das folgende Integral dureh die Substi- 
tution £=tg?p, so erhält man wegen (3) die Formel: 


(3) sin Dr (coeo)r d,, len? Ka)>9, RNy)>d. 
0 


1) Memoires de Kasan 1835, p. 211. 
2) Man vergleiche die Zitate, p. 131, namentlich Institutiones caleuli 
integralis, Bd. IV. 
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& 1 T(&) I’(y) | s 
(4) ea TH? Ka)>0, Ry)> 
und daraus, indem man {= 2? einführt, die weitere Formel: 


je} 


gar 1 ’ n T(«) r) | 
‚ ea R@)>0, RY)>0. 


3) Eine andere Formel entsteht, indem man in (4): 


[6 1 & 
° > ’ 
0 () a 


einführt und dann das letzte Integral rechter Hand: durch die 
Transformation = 1:2 umformt; dadurch findet man: 


1 


x=—1 y—i B 
ee Eee 
m 


(a! T@+9)? 


Die Formeln (4) und (6) rühren schon von Euler‘) her; aus 
(6) findet man unter Zuhilfenahme von $ (6), (5) die von Legendre?) 
bemerkte speziellere Formel: 
1 


rn al 7 er 
@) mer a a 
(+) g2=. r(a de 5) 
Setzt man endlich in (6) t = a, so findet man mit Binet?), 
daß: 


1 
(8) | en fi + d-or-rd+S der i]de- 
0) 


_ Tor) 
T@+9Y) 
sein muß; natürlich muß man auch hier R(x) > 0, ur an- 
nehmen. 
Nach diesen Umformungen des ersten Kulerschen Integrals 
wollen wir nunmehr einige interessante Spezialfälle desselben be- 
trachten. 


1) Novi Comment. Acad. Petrop., Bd. 6, p. 118; 1761. Institiones calculi 
integralis, Bd. IV, pp. 353, 354. 

2) Exereices de calcul integral, Bd. II, p. 159; 1817. 

3) Journal de l’Eeole Polytechnique, cabier 27, p. 133; 1839. 
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1) Setzt man in (1) y=n, wo n eine positive ganze Zahl be- 


deutet, so wird: 
1 
122.3.m 1) 


(9) x(® En 1) 3 Kor ri Fr 1) - fr- '1- ie dt, N (x) = 0; 
0 


daraus ergibt sich für die in $ 3, (7) definierte Funktion %,(x) die 
Integraldarstellung:: 


1 


(10) % (8) = m fesc — Hr-tdt 


somit ergibt die Transformation £ = nz die schöne Formel: 
N 


am) 3.0) -fr(-:)" 0, Ro >0, 
$ 


- 


welche von Gauß!) bemerkt worden ist. 
2) Die Eulersche Formel $ 4, (6) für das Produkt T(x)T(1— x) 
ergibt endlich vermöge (1), (4) und (6) die spezielleren Formeln: 


(12) sin ern fe " = d "dt, 0 — Ra) = 1, 
? e- 1 
(13) = /1ı id, O<Re)<1, 
lee 1 {5 ’ 
(14) Er fi dh, Del) <ı 


welche sämtlich von Euler?) herrühren. 
Die Substitution y„=n + 1— x, won eine ganze, nicht negative 
Zahl bedeutet, liefert vermöge (1) und (4) die noch allgemeineren 


Formeln: 
1 


(15) Fe-ıı — Year - SH" (Ft) O<R@<att, 
0 


sin T& N 


Ege el en f 
rt (in) OR) an, 
0 


1) Comment. Gotting., Bd. 2, p. 32; 1812. Werke, Bd. III, p. 151. Deutsche 
Ausgabe, p. 39. 

2) Miscellanea Berolinensia, Bd. 7, pp. 99, 151, 155; 1743. Acta Academiae 
Petropolitanae 1777 II, p. 36; 1780. Ebenda 17841, pp. 23, 35, 102; 1784. Insti- 
tutiones calculi integralis, Bd. IV, p. 123. 
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: 5 C u: TR 
Endlich integrieren wir in (14) nach x von = bis x und er- 
halten dann ohne Mühe die weitere Formel von Euler'): 


= 


—1 X 
(17) log tg ae -/i oz len 
0 


$ 54. Die Zahlenwerte I’ >) under (2); 
Als eine weitere Anwendung des ersten Eulerschen Integrals 
wollen wir die Zahlenwerte I’ 2) und I' Kar wo p und g ganze 


Zahlen bedeuten, welche so zu wählen sind, daß die Nenner in den 
Argumenten größer als 2 werden, auf volle elliptische Integrale 
reduzieren. 

Zu diesem Zwecke gehen wir mit Gauß?) von dem folgenden 


Spezialfall des ersten Eulerschen Integrals (&) aus: 


x DIZ)yr 
() J(«, ß) al d= 7 " R j 


oder auch wegen $ 6, (5): 


(2) I(«, ß) ee) 
2 20 
el) 


(3) N 
2) V32r 
zweitens ıst aber: 


(4) GG) = rV3 


und somit sind die beiden Zahlenwerte r() und r() auf das 


1) Novi Commentarii Academiae Petropolitanae, Bd. 19, p. 86; (1774) 1775, 
Acta Acad. Petrop. 1777 II, p. 46; 1780. Institutiones calculi integralis, Bd. IV, 
p- 123. 

2) Comment. Gotting., Bd. 2, p. 31. Werke, Bd. III, p. 150. Deutsche Aus- 
gabe, p. 38. 
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volle elliptische Integral J(1, 4) reduziert; dies Resultat war schon 
Euler!) bekannt. Wir bemerken, daß das Integral J(1,4) mit der 
Rektifikation der Lemniskate in sehr naher Verbindung steht. 


Nachdem die Zahlenwerte r(z) und r(z) bestimmt worden 


sind, setzen wir in (2) «=1, =; daraus folgt: 


(5) | J(1, 8) = ag ) 


35 ’ 


Ö Par) =3'.ys.r(), 
a EEE 


(8) z ee z es a z ’ 
sın Er 
daß die vier Zahlenwerte r(z) lR 2): r(%) und I (>) auf die 


Integrale J(1,4) und J(1, 8) reduziert werden können. 
Weiter setzen wir n (2) «=1, ß=3 und finden somit: 


1 2 
(9) ae ") 


nun ıst aber: 


(10) Da er ir me 


Sins 
3 


und somit erhalten wir wegen (9): 


(11) ls 


TEN 
so dab r() und v5 


) auf das Integral J(1, 3) reduziert werden 


1) Miscellanea Taurinensia, Bd. 3, 1762—1763, p. 172—174; 1765. 
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können; aus den Formeln: 


12 PG)r@) = TQ). 
as) rar) —.=2 


& 1 5 je 
reduziert man dann auch Be und u auf dasselbe Integral 


I, 3). 


Endlich setzen wir in (2) «=1, = 12 und erhalten somit: 
(14) K(CE En as 


unter Zuhilfenahme der drei Formeln: 


D a 
sın 12 
7 DATEN r 
us ar), 
u lee 
sin IST 


a » : R 1 5 \ 7 
können wir also die vier Zahlenwerte r( ar al), It = und 
1 


u auf die beiden Integrale J(1,3) und J(1, 12) reduzieren. 


Legendre!) hat die Integrale J(1,3), J(1,8) und J(1, 12) 
im Hinblick auf die vorhergehenden Anwendungen auf volle 
elliptische Integrale reduziert; später hat Glaisher?) die oben her- 
geleiteten Resultate wiedergefunden. 

Über die Reduktion von J (1,3) auf elliptische Integrale dureh 
Änderung des Integrationsweges kann man die Arbeit von Bigler®) 
oder das Büchlein von Graft) vergleichen. 


1) Traite des fonctions elliptiques et des integrales Euleriennes, Bd. I, 
p. 381—388; Paris 1826. 

2) Messenger (2), Bd. 24, p. 27—47; 1804. 

3) Journal für Mathematik, Bd. 102, p. 237— 254; 1887. 

4) Einleitung in die Theorie der Gammafunktion, p. 20—28; Bern 1804, 
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$ 55. Die Entwicklungskoeffizienten b, und ß, des $ 17. 


Als letzte Anwendung des ersten Eulerschen Integrals wollen 
wir hier noch die in $ 17 eingeführten Entwicklungskoeffizienten 
b, und ß,, d. h. die Koeffizienten der beiden Potenzreihen: 


n n? 


i) nee I2]<1 


> m BE, 2) -G+Aet it he +-- I2|<2 


als bestimmte Integrale und unendliche Reihen darstellen. 
Das erste Eulersche Integral ergibt nämlich unmittelbar ver- 
möge (1): 


1 1 —e) 
(3) fra -Dra=- br, 
0 s=0 


wo man also |x | < 1 voraussetzen muß; aus (3) findet man aber 
die Integraldarstellung: 


w| A 


(4) n!b, fe (og . „dt - [to sin p)"dop; 


somit liefert die Potenzreihe: 


Ge). me ee, jl<i 


unter Anwendung der bekannten Integralformel: 


1 


(5) fe 1 (log ti)” dt ar Sen, Re)>0, 


vV 


wo r eine ganze und nicht negative Zahl bedeutet, für b, den 
Ausdruck: 
s=@ 


(6) — 1), =1 +2 ne < = us Ce 


Da nun offenbar in (2) f,=2 sein muß, so folgt aus der 
Formel: 


1 


le 
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die weitere Identität: 


al s=a2 
1 b <—1 1 s 
0 y j ) s=0 


und aus ihr durch dieselbe Methode wie vorher: 


1 
1 Ned 
nl, & 
(n—1)!Pß, 2. ( —a 1) - dt 
0) 


(8) 2 


0 
)  meig=2 Su NS 
seh 


Die Formeln $ 17, (7), (8) ermöglichen uns also, die bestimmten 
Integrale in (4) und (8) und die numerischen Reihen in (6) und 
(9) als ganze Polynome der Summen 6, darzustellen. Wir er- 


wähnen z. B. die Formeln von Euler‘): 


2 
1082 — | log sin do = 
9 — fe) p p 
(10) v 
% SS ren BR: 
SD 24.0.0 (sr); 
gt 


welche man aus (4) für n=1 findet, und die ähnliche Formel: 


1:3-.5:.-.-(2s—|1) Mi 3 713 e 
un = 2.4-6...(25) 1 ss 7 (og 2), 


SH 


welche von Besgue?) bemerkt worden ist; sie geht offenbar aus 
(6) für n— 2 hervor. 


$ 56. Allgemeine Integraldarstellung für B(x, y). 


Wir bezeichnen mit W einen geschlossenen Integrationsweg, 
welcher, vom Punkte — 1 ausgehend und sich unter der Achse der 
reellen Zahlen hinziehend, den Ursprung rechtläufig umgeht und 


1) Novi Commentarii Academiae Petropolitanae, Bd. 14, p. 167; (1769) 1770. 
2) Journal de Mathcdmatiques (2), Bd. 5, p. 367—368; 1860. 
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danach oberhalb der Achse der reellen Zahlen wieder zu dem An- 
fangspunkt — 1 zurückkehrt, ohne jemals sich selbst zu schneiden. 

Auf Grund dieser Bestimmung von W wollen wir nunmehr 
das folgende Integral: 


(1) U-ftr(Ai + 1dı 


untersuchen. Es ist dann erstens offenbar, daß die Konvergenz von 
U die Bedingung NR(y) >0O erfordert; zweitens leuchtet ein, dab U 
eine in © ganze transzendente Funktion darstellen muß, welche in 
den Punkten: 
2-0, -1,-2, —3, —4 --- 

Nullstellen hat; denn für diese Werte von x hat die zu integrie- 
rende Funktion keine Singularität in dem von W umschlossenen 
Bereiche. 

Nach diesen Auseinandersetzungen denken wir uns vorläufig 
N(z) <1, so daß der Integrationsweg durch den Punkt = 0 hindurch- 
gehen darf; damit reduziert sich W auf die Strecken von — I bis O 
und von O bis — 1. Von t=-- 1 ausgehend, setzen wir t= u: ec", 
wo «4 eine positive reelle Größe bedeutet, und erhalten so die 
Formel: 


1 1 
2) . u=-er. fiel —ty-idt er. (Beil —y-dt, 
N () 


wo also die beiden Integrale geradlinig zu nehmen sind; aus (2) 


- findet man aber vermöge $ 53, (1), daß: 
8)  UV=2isinz®- B(l—a,y) = 2isin Zn) 


sein muß; daraus folgt durch Anwendung der Formel für I(z)T(1— x): 


(4) en, = Ne + ip rdt, Ry)>0. 
Diese Darstellung der Betafunktion ist beinahe wortgetreu aus 
dem Büchlein von Graf!) entnommen. 
Setzt man speziell in (4) = n+ 1, wo n eine ganze, nicht 
negative Zahl bedeutet, und führt man wieder x statt y ein, so ergibt 
sich für den allgemeinen Binomialkoeffizient die Integraldarstellung: 


4 = 1 ER 
8) e N ) — 2mi u ae +H”tdt, Re) >0. 


1) Einleitung in die Theorie der Gammafunktion, p. 29—30; Bern 1894. 
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Die Formel (3) repräsentiert also die eigentliche Erweiterung 
des ersten Eulerschen Integrals; in dieser Formel ist die Variabi- 
lität von & eine völlig unbeschränkte, während y noch der Be- 
dingung N(y) > 0 unterworfen sein muß. Wie Bigler') gezeigt 
hat, ist es möglich, unser Integral U so zu verallgemeinern, dab 
auch diese Beschränkung wegfällt. 

Wir bemerken noch, daß Saalschütz?) das erste Eulersche 
Integral durch die Methode von Cauchy°), welche wir in $ 58 auf 
das zweite Eulersche Integral anzuwenden haben, erweitert hat. 


Kapitel XI. 
Das zweite Eulersche Integral. 


S 57. Integraldarstellungen für I'(x). 


Wir haben in $ 53, (11) die Funktion %,(@) als bestimmtes 
Integral folgendermaßen dargestellt: 


(a) 3,9 ferrli-t) "a, Ra) > 0. 
v 


In dieser Formel läßt Gauß?) die endliche positive ganze Zahl 
n über jede Grenze hinauswachsen; die Funktion %,(2) geht dann 
sicher in I'(®) über, und wenn man den Grenzübergang rechter 
Hand als legitim ansehen darf, so findet man die berühmte Formel: 


(2) I(«) - [et.woidt, Ra)>0. 
0 


Die oben angedeutete Schlußweise ist indessen nicht streng; 
wir haben daher einem ganz anderen Weg zu folgen, um die heu- 
ristisch hergeleitete Formel (2) in aller Strenge zu beweisen. 

Zu diesem Zwecke bemerken wir zuerst, daß das Integral: 


(3) Ha) = jet. #-1dt, Ra) > 0 


'1) Journal für Mathematik, Bd. 102, p. 237—254; 1887. 

2) Zeitschrift für Mathematik und Physik, Bd. 33, p. 362—371; 1888. 

3) Journal de l’Ecole Polytechnique, cahier 28, p- 204— 205; 1841. 

4) Comment. Gotting., Bd. 2, p. 32;1812. Werke, Bd. III, p. 151. Deutsche 
Ausgabe, p. 40. 
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für jeden endlichen Wert von x eime in x analytische Funktion 
darstellen muß; setzt man nämlich: 


1 [6] 
(4) H(«) - fetertdi + fe wrtat, 
v 1 


so hat man für das letzte Integral in (4), welches ja der Gattung 
B(x) angehört, mittels $ 50, (2) die Partialbruchentwicklung: 


<I — 1)’ 1 
6) > = cn Pia), 
s=0 


wo P(x) die in $ 9, (1) eingeführte Funktion bedeutet. 

Inbetreff des letzten Integrals rechter Hand in (4) zeigt die 
in $ 45 angewandte Methode, daß es eine in x ganze transzendente 
Funktion darstellen muß. 

Um nun den vollen Zusammenhang zwischen H(x) und I'‘«) 
klarzulegen, setzen wir vorläufig © als positiv und reell voraus und 


benutzen einige bekannte Eigenschaften der Funktion ce”. Bezeichnen 
wir mit b eine positive Größe, so ist offenbar: 


e>1+b 
und somit auch: 
al 
(6) = 350 


ist nun c ein positiver echter Bruch, so hat man weiter vermöge 
der gewöhnlichen Potenzreihe: 


) e:>1-e. 


Es seien nun a und r positive Größen, p aber eine ganze 
Zahl, die größer als a ist, dann hat man offenbar wegen (6) und (7): 


daraus folgt: 


und somit ergeben sich aus (3) die beiden Ungleichungen: 
2 


(8) ft z „) di < H(&) fe +) dt, 


wo r positiv ist; denn da die zu integrierende Funktion auch positiv 
ist, hat man offenbar: 
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p (6) 
fe a a 
0 


0) 


Setzt man nun aber linker Hand in (8) t=pz, so wird: 
1 


p 
(a = „at eo fer — 2)Pd2; 
N) 0 


daraus folgt wegen $ 53, (10), weil p eine positive ganze Zahl be- 
deutet: 


= ti \p Da 
(9) fe 1-2) at=(4;) 3,4): 
Für das letzte Integral in (8) ergibt die Transformation: 


1+4=-- 
ohne Mühe die Identität: 


„ 


feat + dt. fra — 2)""1da; 

u N) 

daraus folgt, indem man r— x =» setzt, wo p dieselbe positive 
ganze Zahl wie in (9) bedeutet, wegen $ 53, (10): 


Sets Jako 


Somit haben wir die beiden Ungleichungen bewiesen: 


na 


Läßt man aber nun in (10) die willkürliche positive ganze Zahl 
p über jede Grenze hinauswachsen, so entsteht, da x ja eine posi- 
tive endliche Größe bedeutet, die Identität 

H(«) = Te), 

welche in jedem endlichen Punkte der durch die Ungleichung 
R(x) <O bestimmten Halbebene richtig sein muß, weil sich die 
beiden Funktionen H(x) und I«) in diesem Bereiche regulär 
verhalten. Damit ist die Formel (2) in aller Strenge bewiesen. 

Der oben gegebene Beweis rührt im wesentlichen von Schlö- 
milch!) her; Pringsheim?) hat einen anderen strengen Beweis der 
Formel (2) gegeben. 


1) Kompendium der höheren Analysis, Bd. II, p. 245—247; 1879. 
2) Mathematische Annalen, Bd. 31, p. 459; 1888. 
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Setzt man in (2) t=—logz, so erhält man eine weitere 
Integraldarstellung von I'(x): 
1 


(11) I(«) = HR (1og 2)" az, Ra) > 0, 


die von Euler!) herrührt. 

Wir wollen noch den speziellen Fall von (2) betrachten, wo 
x=1:p ist, wenn p eine positive ganze Zahl bedeutet; die Trans- 
formation t=2” ergibt dann ohne Mühe: 


(12) r(1+-) feat 


daraus folgt für p = 2 die berühmte Formel: 


[02 


(13) Je ra=4 Vz, 
v 

die Laplace?) so sinnreich bewiesen hat; sie war indessen schon 
Euler’) bekannt. 

Setzt man in (2) i=e, so ergibt sich folgende Integral- 
darstellung: 

+® 

(14) T'‘(&) -Ie* .e®d2, 
welche Gauß*) als die beste Definition der Gammafunktion be- 
zeichnet. Pringsheim?) bemerkt indessen, daß er nur eine einzige 
Arbeit, die von Liouville®) herrührt, gefunden habe, die von der 
Definition (14) ausgeht; ich kann nur eine kleine Note von Cauchy’) 
hinzufügen, wo die Definition (14) ebenfalls eine Rolle spielt. 

Es ist noch zu erwähnen, daß Bachmann?) aus (12) noch 
andere Integralformeln hergeleitet hat, indem er unter Anwendung 
des Integralsatzes von Cauchy längs der Peripherie eines unendlich 


1) Man vergleiche z. B. die Zitate, p. 131, Nr. 3. Pringsheim bemerkt, 
loc. cit. p. 458, daß er die Form (2) des zweiten Eulerschen Integrals nicht 
früher als bei Poisson im Journal de l’Ecole Polytechnique, cahier 19, p. 477 
finden konnte; auch ich habe sie nicht früher entdecken können. 

2) Memoires de l’Academie Royale des Sciences; 1778. 

3) Man vergleiche z. B. Institutiones calculi integralis, Bd. IV, p. 87. 

4) Werke, Bd. III, p. 230. Deutsche Ausgabe, p. 82. 

5) loc. eit. p. 456. 6) Journal de Mathömatiques, Bd. 17, p. 448, 1852. 

7) Comptes rendus, Bd. 19, p. 68; 1844. 

8) Mathematische Annalen, Bd. 15, p. 424—432; 1879. 


Nielsen, Theorie der Gammafunktion, 10 


146 Zweiter Teil. Bestimmte Integrale. 


großen Kreissektors integriert, welcher sein Zentrum in dem Ursprung 
hat und ganz im ersten oder vierten Quadranten liegt; wir über- 
lassen es dem Leser, die Formeln von Bachmann herzuleiten, 
was keine Schwierigkeiten darbietet. 


$ 58. Verallgemeinerung der Integraldarstellung für I'‘«). 


Die Eulersche Integraldarstellung von I'(x) hat den Übelstand, 
nur für Rx) >0O einen Sinn zu haben; es ist indessen sehr leicht, 
die obengenannte Integralformel so zu ändern, daß sie auch für 
N(x) <O anwendbar wird. Zu dem Ende wollen wir den folgenden 
Satz von Cauchy') beweisen: 

Ist n eine endliche, nicht negative ganze Zahl, so ist unter der 
Voraussetzung: 

(1) —— n— 1<NRe)<—n 


allgemein: 
(2) Te) = [(e'— 9, er tdt, 
N) 
wo der Kürze halber: 
Ä _S Hr 
(3) d- > 
s=0 


gesetzt worden ıst. 
Wir gehen von den offenbaren Identitäten: 


(4) D,9,( ur 5 Pd), 
s=® BE 

(8) el rer Be 
s=0 


aus und setzen weiter: 
(6) H(n, ©) = [ (e"— 9,())#-1dt, 
0) 


ein Integral, das ja wegen (1) sicher konvergiert; eine partielle 
Integration gibt dann für n > 0: 


[6,0] 


: er 91) dt 


y e 


0 


MD Ha) =|, e-9.0)]+ 


1) Exereices de Math&matiques, II° annde, p. 92; 1827. 
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und speziell für n = 0: 


[0,.] 


(8) B0,)-[; e-2] + je jet. 


u 


Nun ist offenbar, daß das erste Glied rechter Hand in (7) und 
(3) verschwinden muß; für = © ist dies eine unmittelbare Folge 
von (1) und (3), und für = führt die Formel (5) unmittelbar 
zum Ziele; also ergeben sich aus (7) und (3) die beiden einfacheren 
Formeln: 


(9) H(nx)=—: Hn—-1l,x+1), 


(10) B(0,2)=-- Te +1l)= T6%); 


1 
e_ 

I 

x 


eine Wiederholung der Operation (9) ergibt dann allgemeiner: 


RER H(,x-+n) . 
N TEEN 
daraus folgt wegen (10): 
EN DE n) ER 2 
een eine 


Damit ist unser Satz bewiesen. 


$ 59. Die Integraldarstellung von Weierstraß. 


Es ist möglich, auch für die Gammafunktion eine ähnliche 
Integraldarstellung zu finden wie diejenige, welche wir in $ 56 für 
die Betafunktion entwickelt haben. Zu dem Ende bezeichnen wir 
hier mit W einen Integrationsweg, welcher vom Punkte — oo aus- 
geht, sich unter der Achse der negativen Zahlen hinziehend, den 
Ursprung rechtläufig umgeht und dann oberhalb der Achse der 
negativen Zahlen zum Anfangspunkte — © zurückkehrt, ohne sich 
selbst zu sckneiden. 

Unter diesen Voraussetzungen wollen wir nunmehr das bestimmte 
Integral: 

(1) U=-[ei-di 
Ww 

untersuchen. Erstens ist es offenbar, daß U eine in x ganze tran- 
szendente Funktion darstellen muß, welche in den Punkten «= 0, 

1, —2, —3, —4, :-: Nullstellen besitzt; denn für diese Werte 
von x hat die zu integrierende Funktion im Innern des vom Inte- 
grationswege W begrenzten Bereiches keine Singularitäten. 

10* 
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Um den Wert von U zu bestimmen, denken wir uns vorläufig 
Rx) <1; der Integrationsweg darf dann durch den Punkt = 0 
hindurchgehen, und das Integral U läßt sich in diesem Falle als die 
Summe zweier geradlinigen Integrale darstellen. Setzt man nämlich 
ursprünglich = e”"i.u, wo u eine sehr große positive Zahl be- 
deutet, so erhält man die Formel: 


(2) U= ent za —_ a ee 
[) 0) 


aus der wegen $ 57, (2): 
(3) U=2isinxzz-T(l—%) 
folgt; somit ergibt die Formel für T(z)T(1— x) die allgemein gül- 
tige Integraldarstellung: 
1 1 

(4) or Aa 
welche nach Schläfli!) zuerst von Weierstraß gefunden worden 
ist; dieselbe Formel findet sich in der Dissertation von Hankel?) 
und ist später auch von Heine?) hergeleitet worden. 

Pochhammer) hat die Fundamente einer Theorie der Gamma- 
funktion mit dem Integral (4) und ähnlichen Darstellungen als Aus- 
gangspunkt geliefert. 


$ 60. Der Zusammenhang zwischen I'(x) und B(x, y). 


Wir wollen hier ganz kurz die Beweise von Jacobi und 
Lejeune-Dirichlet für die Eulersche Formel: 


I«&)T 
1) Bay) er 


mitteilen. 
Jacobi’) setzt, indem x und y als positiv vorausgesetzt werden: 


2) INe)I\y) — fertertdt fw-terrdu - [fe tor tw -tdtau; 
v 0 00 


dıe Transformationen: 


(3) tHu=0o, u=aoß 


1) Mathematische Annalen, Bd. 3, p. 148; 1871. 

2) Dissertation, p. 23; Leipzig 1863. Zeitschrift für Mathematik und 
Physik, Bd. 9; 1864. 

3) Journal für Mathematik, Bd. 89, p. 21; 1880. 

4) Mathematische Annalen, Bd. 35, p. 495—526; 1890. 

5) Journal für Mathematik, Bd. 11, p. 307. 
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ergeben dann: 


(4) t=ell —P), ul —Pp)=tß, 
\dt=(1-PB)da, (1 -P)du=adp, 


und somit erhält man aus (2) die weitere Formel'): 


[e) 1 
Ta)I(y) = ferartr-tda- [Br — BP taß, 
(0) 0 


aus der sich unmittelbar die Formel (1) ergibt. 
Lejeune-Dirichlet?) geht von der Formel $ 53, (4): 


6) B(a,y) [a at 


aus, wo ebenso wie vorher & und y als positiv angenommen werden. 
Die Integralformel $ 57, (2) ergibt dann, wenn man tk statt t 
einführt, wo k eine positive Konstante bedeutet, folgende Darstellung: 


5 tk — 1) 
(6) fe® = 2, 
0 
somit erhält man aus (5) das Doppelintegral: 


1 ” = 
B(&, y) = — | Ertdt. | etw. urtv-idu. 
/ T(& + Y) J J 
Hier ist die Vertauschung der Integrationsfolge erlaubt?); also ist: 
t f u, t+Yy—1 f — tu R— 
B(z, Yy) = T@ ty 5 urryidu a dr Su 


oder auch wegen (6): 


B(a, y) = -— — — a, zur-idu. 


Damit kommen wir auf die Formel (1) zurück. 

In den vorhergehenden Beweisen haben wir der Einfachheit 
halber x und y als positiv und reell vorausgesetzt; bedenkt man aber, 
daß das erste Eulersche Integral B(x, y) sowie die Funktion rechter 
Hand in (1) analytische Funktionen sind, so bleibt die Formel (1) 
für willkürliche Werte dieser beiden Veränderlichen richtig. 

1) Stolz, Grundzüge der Differential- und Integralrechnung, Bd. II, 
p. 8990. 


2) Werke, Bd. I, p. 398. Man vergleiche auch Stolz, loc. eit. p. 179. 
3) Stolz, loc. eit. p. 184 ff. 
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Kapitel X. 


Durch Gammafunktionen ausdrückbare Integrale. 


S 61. Das Integral jere=1di 
0 


Wir kennen bisher nicht viele Integrale, welche Gammafunktionen 
enthalten und dennoch durch bekannte Funktionen ausgedrückt 
werden können; umgekehrt kennen wir eine beträchtliche Anzahl 
bestimmter Integrale, welche durch Gammafunktionen in-geschlossener 
Form ausdrückbar sind. Wir wollen hier eine möglichst vollständige 
Übersicht über solche bestimmte Integrale geben, die nur elementare 
Funktionen!) enthalten. 

Als erstes Beispiel betrachten wir das Integral: 


A) T- ferwe-idt, 
0 


wo NR(x) und im allgemeinen auch W(y) positiv angenommen werden 
müssen; den Speziallfall, wo % positiv ist, haben wir schon im 
vorigen Paragraphen behandelt. 
Um den Wert von J zu bestimmen, bezeichnen wir mit R und 

r zwei positive Zahlen, welche sehr groß bzw. sehr klein sind, und 
finden dann durch die Substitution ty = z die Identität: 

R Ry 
(2) ed eye ‚fe #"!dz; 

r 27 
weiter konstruieren wir mit dem Ursprung als Zentrum und mit 
den Radien R-|y| und r-|y| zwei Kreise; auf dem größten dieser 
Kreise bilden wir in A und D die Zahlen R-|y| und R-y, auf dem 
kleinsten in « und 5 die Zahlen r-|y| und r-y ab. 


1) Über bestimmte Integrale, welche durch Gammafunktionen ausdrückbar 
sind und Zylinderfunktionen bzw. den Integrallogarithmus enthalten, vergleiche 
man mein Handbuch der Theorie der Zylinderfunktionen, Kapitel XII, 
XII; Leipzig, Teubner 1904, bzw. Schlömilch, Beiträge, p. 72 ff.; Jena 1843. 
Ich hoffe bald bei einer anderen Gelegenheit zu zeigen, daß diese beiden 
Integralgattungen als Spezialfälle einer allgemeineren aufgefaßt werden können. 
Appell hat in den Comptes rendus Bd. 86, p. 874—876, 1878 ein Integral ge- 
funden, welches hypergeometrische Funktionen enthält und durch Gamma- 
funktionen ausdrückbar ist; man vergleiche auch O. Callandreau in Compt. 
rend. Bd. 89, p. 90-92; 1879. 
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Nach diesen Erörterungen betrachten wir nunmehr das Integral: 
a er 22 "de. 
aABb 


Der Fundamentalsatz von Cauchy gibt dann unmittelbar für J, den 


Wert Null, d. h.: 


R|y| ry 


Vi 


r|y| AB Ry ba 


im zweiten Integral rechter Hand in (3) setzen wir demnach: 


2= R:|y|e® 
und finden so: 
(4) Ey fe zu eene, 
AB 0 
indem wir der Kürze halber: 
y-|yle, -7<a<+7 


gesetzt haben; es sei nun weiter: 


t=&-+3iß, 


wo « und ß beide reell sind, dann ergibt sich aus (4): 
fe taz |<(R-|yl)- fer \vIos0-#0d4@ 
AB 0 


und daraus: 


— 2,0 —1 | Bells n 1 08 
err3de| <(R-|ylreratoionn IE, 
| 


AB 


somit wird für «>00 und lol<$: 


“ 5 x | 
(5) lım fer tae| = 0% 
RER 


Das letzte Integral rechter Hand in (3) läßt sich offenbar in 


ähnlicher Weise behandeln, so daß man: 


(6) lim | fe’ "!da|=0, 


r=0 9a 


findet, woraus sich wegen (2) und (3) die gesuchte Formel: 
(7) fere day I), Ra)>0,RYW>0 
0 


ergibt, die von Euler!) herrührt. 


1) Institutiones calculi integralis, Bd. IV, p. 341; 1794 
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o 


$ 62. Die Integrale / [10] - #-1dt. 
0 


Aus der allgemeinen Eulerschen Integralformel $ 61, (7) kann 
man mehrere andere herleiten; setzt man nämlich in diese Formel 
der Reihe nach: 

y-zatib, y-a-ıb, a>0—$0, b20, 


r=+Va+b, @ = ardig >, 
so daß »& mit b verschwindet, so entstehen durch Addition und 
Subtraktion die beiden Formeln: 


(1) J- ta cos (tb) g-ldt= 1%) — (w&) | 
(2) fe“ sin (tb) p-1dt= I&)- > (©) 
Y 


0 
welche ebenfalls von Euler’) herrühren. Die Formeln (1) und (2) 
sind später von vielen Autoren aufs neue hergeleitet worden; wir 
erwähnen z. B. Legendre?), Poisson®), Cauchy*) und Bon- 
compagni°). 
Wir wollen nun den spezielleren Fall a=0, d.h.o=+ - näher 


untersuchen; zu dem Ende setzen wir in $ 61, (4): 


wo & eine kleine positive Größe bedeutet, so daß wir nur das letzte 
Integral rechter Hand in (3) zu untersuchen haben. 

Mit derselben Bezeichnung &—= «+ iß wie im vorigen Para- 
graphen findet man hier ohne Mühe: 


ze Te 


2 
< fer \vime-2ege 
S-:) Ir 
1) loc. ceit. Bd. IV, p. 342, 1794. 
2) Exereices de calcul int‘gral, Bd. I, p. 368; 1811. 
3) Journal de l’Ecole Polytechnigue, cahier 16, p: 219; 1813. 
4) Exereices de Mathömatiques, I® annde, p. 62; 1826. Journal de 
l’Beole Polytechnique, cahier 28, p. 159; 1841. 
5) Journal für Mathematik, Bd. 25, p 81; 1813. 
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oder, was offenbar dasselbe ist: 

| 

| 


= 
Er 
ih ER I en: 
0 


Nun ist aber einer bekannten elementaren Formel zufolge: 
3 
>smn9>09— —. 


denkt man sich also R und & so bestimmt, daß gleichzeitig: 
R:e>logR), BR-e<k 

wird, wo %k eine positive endliche Größe bedeutet, so ist offenbar 

auch: 


wo %k’ wieder eine positive endliche Größe bedeutet. Nach diesen 
Erörterungen folgert man mittels der Ungleichungen des vorher- 
gehenden Paragraphen, daß auch hier unter der Voraussetzung 


Vz 
TE en) 
AB 


sein muß, und somit ergeben sich aus (1) und (2) die beiden neuen 
Formeln: 


lım 
R=» 


% T(x) cos SE 


(4) feos (ib) -Fldi= 2 : 


b” 
0 


[e,:] 


8) [sin (tb) #-1di = - 


TUR 
I u 
(x) sın 5 


(Ai 4 


wo man also b>O0 und O<N(«) < 1 voraussetzen muß; man kann 
die beiden Formeln (4), (5) ohne Mühe auch für b<O darstellen. 


Setzt man x = — so erhält man die speziellen Formeln: 


cos (t))dt _ [" sin (tb) Be 
vi TE a Vs 


welche von Euler!) herrühren. 


1) Institutiones caleuli integralis, Bd. IV. 
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$ 63. Das Integral von Laplace. 


Aus den Formeln $ 62, (4), (5) wollen wir noch einige inter- 


c 


essante Folgerungen herleiten. Wir finden zunächst unmittelbar: 


52 xt 
RR T(x)e ? 
/ eig —, 
5 a 
= ade 
i F T(&)e ? 
/ e dir Id = = — ; 


0 


daraus können hinwiederum die beiden neuen Formelpaare: 


P BR erri 
/ eti(it)e- 1dt — _— En 
(1) u | 
5 5 ® I(x ATELC, 
0 tb 
| ferc v6) die — en 
e br 
(2) u 


ON 
IN 


j A de 


0 


hergeleitet werden, wo überall: 


zwi 
2 BR = 
(+ ;)” a, 2 
zu setzen ist. 
Aus den Formelgruppen (1) und (2) findet man demnach die 
beiden einfacheren Integraldarstellungen: 
+» 
(3) hey 
e b* 
ey 
(4) | ee N, 
die also beide für reelle und positive b und für L>N(x) > O riehtig 
sind; um die beiden Integrale (3) und (4) in eine etwas bequemere 
Form zu bringen, setzt man: 


t=—ai+te, 
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wo 2 hinwiederum als reell anzusehen ist, «a aber eine endliche 
Größe bedeutet; dann erhält man offenbar die beiden Formeln: 


aito 
? — ab . 
(5) B) dla + iz) id = 2e zz 
ai—w 
ai+® 
B (6) JE e’(a-+ wer de0, 


in welchen wir noch den Integrationsweg zu ändern haben. 
Zu diesem Zwecke bezeichnen wir mit R eine sehr große posi- 
tive Zahl, während wir: 
ai=a-+iß 
setzen, wo « und ß reell sind; weiter bezeichne A den Perimeter 
des Rechteckes mit den Eckpunkten +R und + R-+:ß; unter 
diesen Voraussetzungen ergibt der Integralsatz von Cauchy: 


0 -/ era tier Ide=0, 
ä 


woraus: 
—R+iß- +R+iß R ER 
(7) JE je I- ; 
—R —RH+i R+iß  —R 


folgt; läßt man nun aber die positive Zahl R über jede Grenze 
hinauswachsen, so verschwinden offenbar das erste und das letzte 
Integral linker Hand in (7); setzt man in (5) 1—x statt x, so 
liefert die Eulersche Formel für T(x)T(1 — x) die gesuchten 
Integraldarstellungen: 


De F 
(8) / 2 - Orxe7 ad y%— 1 
E (a + iH)* De) 
+® 


—bti 
9 JE 2 de—0, 
( ) U (4 + it)” £ 


wo man b als positiv und R(x) > 0 voraussetzen muß. 

Eigentlich sind ja die beiden Formeln nur unter der Voraus- 
setzung 1>NR(x)>0 bewiesen; da aber die beiden Seiten dieser 
Formeln für NR(x) > 0 analytische Funktionen in x darstellen 
müssen, so sind unsere Formeln auch in diesem allgemeineren Falle 
richtig. 
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Die Formel (8) rührt von Laplace!) her; spätere Unter- 
suchungen über die Formeln (8) und (9) sind von Poisson?), 
Legendre®), Cauchy‘), Liouville°), Lobatschewsky°) und 
Kummer’) geliefert worden; der oben gegebene Beweis ist von 
Cayley°) angedeutet worden. 

Wir haben noch die beiden Formeln (8) und (9) etwas um- 
zuformen und setzen zu dem Ende: 


3 5 ON ut aretg — 
a+it=(a+f)-e i 
daraus folgen die weiteren Formeln: 
+» (be arctg -) 
[2 u 4 
e 7 6 ab Da 1 


2 
=, (t? a a?) 2 


+@ -i (pt+zarctgt) 
e 
(11) f 0. 
=. @+ay? 
nun ist es offenbar erlaubt, in (10) und (11) das Zeichen von i zu 
ändern, was erreicht wird, wenn man einfach — £ statt t einführt; 
durch diese Änderung findet man aber aus (10): 


© t 
» cos(bt — & arctg el 
(12) / \ E d) at 
; +0)? 
% sin (bt 2 arctg —) 
(13) / - d=0, 
; +0)? 


während (11) zwei ähnliche Nulldarstellungen liefert. 
Nach diesen Änderungen setzen wir nunmehr in (12) und (13) 
t=atg© und führen @ statt ab ein, dann ergibt sich: 


1) Theorie analytique des probabilites, p. 471; Paris 1814. 

2) Journal de l’Eeole Polytechnique, cahier 19, p. 481; 1823. 
3) Exereices de calcul integral, Bd. I, p. 354; 1811. 

4) Journal de l’Ecole Polytechnique, cahier 28, p. 1791841. 
5) Journal für Mathematik, Bd. 13, p. 231; 1835. 

6) M@moires de Kasan, 1835, p. 211. 

7) Journal für Mathematik, Bd. 17, p. 235; 1837. 

8) Journal de Math@matiques, Bd. 12, p. 231—240; 1847. 
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rat 


ee ar! 


2 
14 — /9 E _ 
(14) IC 9)? cos (atg © — «O)dO — Ta) 


(15) fen O)"-° sin (atg © — 20)d0 = 0; 
0 


es ist aber offenbar, daß man in (14) R(x)> 1 annehmen muß, 
während (15) noch für R(x)>0 einen Sinn hat; die Ursache der 
Verminderung des Konvergenzbereiches für das Integral (14) ist 
darin zu suchen, daß (12) durch eine Kombination zweier Formeln 
von der Form (14) entsteht. 

Die beiden Formeln (14) und (15) sind von Dee, 
und Kummer?) gefunden worden. 


S 64. Das Integral von Cauchy. 


Mit Lejeune-Dirichlet?) wollen wir eine interessante An- 
wendung der Formeln $ 63, (8), (9) machen; zu dem Ende gehen 
wir von $ 61, (N): 


(1) fe RAINER 
2 (a + im” 


aus und finden so, daß: 


(a+iu)t, 4c—1 
a en Lie ie: fr “Er 
0 


sein muß, wo das Integral linker Hand offenbar konvergiert, wenn 
N(x + y) > 1 vorausgesetzt wird. Denken wir uns noch R(x)>0 
und schreiben wir jede der zwei zu integrierenden Funktionen 
rechter Hand unter der Form U-+:iJV, wo U und V beide reell 
sind, so ist die Vertauschung der Integrationsfolge rechter Hand 
erlaubt, und wir finden demnach: 

ie) ; 


3 ae —tui 
T(«) a = -ferema | en 
(a + iu)” (d + iu)’ - (b + iu)’ 
1) loc. eit. 2) loc. eit. 
3) Vorlesungen über bestimmte Integrale, herausgegeben von G. Arendt, 
p. 184—188. Braunschweig 1904. G. F. Meyer, Bestimmte Integrale, p. 205; 
Leipzig, B. G. Teubner, 1871. 
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daraus folgt wegen $ 65, (9): 


+8 
2 / ALLE Kr 
=” I (a+ iu”(b + iu) { 


während $ 63, (8) unter Anwendung von (1) die entsprechende 


Formel: 
+& 


(3) z du —_ 5 Bra“ DeERYy— 1) 
J (a + iu)” (b — iu)Y (a al I) 2’) 


ee) 


liefert, und die gewöhnliche Schlußweise zeigt, daß die Bedingung 
Na) >0O wegfallen darf, so daß die Formeln (2) und (3) beide 
unter der einzigen Bedingung N(x + y)> 1 richtig bleiben; denn 
unter dieser Voraussetzung sind die Funktionen beider Seiten der er- 
wähnten Gleichungen in x analytisch. 

Die allgemeinen Formeln (2) und (3) rühren von Öauchy') 
her; später sind sie auch von Hankel?) bewiesen worden. 

Aus den beiden Formeln (2) und (3) kann man mehrere andere 
herleiten; setzt man nämlich b= a und: 

a+iu=|a+tiu|-e®, 
so erhält man aus (3) die Gleichung: 
5 0]d40 2 i 
(4) _— Da FRITZ: en 3 Ra u), 
0 (a? + u?) e 

so daß die Annahme a—= 1, «—=tg © nach einer Änderung der 
Bezeichnungen die weitere Formel: 


2 
or cos (y®) (cos LE Peer ER Na) >0 
| Zune 


liefert, welche von ÖOauchy?) herrührt und verschiedentlich ge- 
ändert werden kann. 


1) Me&moires sur les intögrales döfinies prises entre des limites imagi- 
naires; Paris 1825. Man vergleiche auch: Annales de Gergonne, Bd. 17, p. 109. 
Zitat von G. F. Meyer, loc. cit. p. 205. 

2) Dissertation, p. 37; Leipzig 1863. Zeitschrift für Mathematik und 
Physik, Bd. 9; 1864. 

3) Me&moires sur les intögrales definies prises entre des limites imagi- 
naires, p. 40; Paris 1825. 
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Man hat nämlich: 


w| N 


7t 
1: 


(6) fo By -!cos (yO)d®—2 | (cos O)’-! cos (yO)d® 
° 


o 


2 


und: = 


+— 
2 
(7) fo 9) -!sin (yO)dO—(0; 
ze 


2 


my 


5 bzw. 


multipliziert man nun die Formeln (6) und (7) mit cos 


sin =, so ergibt die Addition der beiden so erhaltenen Gleichungen, 


nachdem man ® + 5 — p gesetzt hat: 


z x T‘(x) cos a 
. «—1 r..r u rn un 
(8) fein p)°=' cos (yp)dyp FuRErE: y Acerz: ; 
0 2 2 


in ähnlicher Weise findet man, wenn man (6) und (7) mit sin 


bzw. cos I multipliziert und dann subtrahiert, die ähnliche Formel: 


x 1l‘(x) sin a 


ee 


9 fein sin wpdy-- 


auch in (8) und (9) muß man N(x) > 0 annehmen. 

Multipliziert man weiter (9) mit © und addiert man die so er- 
haltene Gleichung zu (8), so ergibt sich, wenn man iy statt y setzt, 
die weitere Formel: 


7 N. 
RAT Par, Ea)ye: # 
19), [ (sing) e RT rer) a) Re)>0, 
0 2 2 


welche in ganz anderer Weise von Forsyth') hergeleitet worden ist. 
Wir kehren nun zu Formel (3) zurück und setzen dort: 
(a+iu)=|a+tiu|-e9, db+iu=|b+iu|-. ed9; 
bedenken wir, daß die beiden so erhaltenen Formeln ungeändert 
bleiben, wenn —i statt ö gesetzt wird, so erhalten wir die beiden 
folgenden Gleichungen: 


1) Quarterly Journal, Bd. 27, p. 221; 1895. 
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2 cos («0 +yO9,)du 


—(, 
= ze 
0 (au? +)? 
“ cos (cO — y9,)du n Do TUN 


= Y% (a+tri TarW) 
5 (tu)? +) 


daraus folgt durch Addition und Subtraktion: 


” cos (9) cos (yO,)du _ 7 DEIN 
2(atbtrr I Toy 


a) re 
° (a +u)’(b’+ u)’ 
“ sin (2 ©) sin (y ©,) Au EL ‚Deey—3) 
2 Yo. 2a ori ie 
v (a? + u‘) 2 (b? + u?) 2 
Sonach ergibt die Annahme D=0, d.h. @&,— die spezielleren 
Formeln: 


(12) 


vw| A 


| 2— een 
(13) ıK (2 ©) (cos ©)" ? (cotg OVYdO — BET Tor 
2 


1 n ”—2 eu en 
(14) ji (2 ©) (cos ©)" ? (cotg OYdO = BZ” Tor) ’ 
2 


wo man in (13): 
RNae+ty)>1 und RYy)<1IV, 
in (14): 
RNaty)>1 und RYy)<2 
annehmen muß. 
Die Annahme y= 1 liefert wegen (14) die speziellere Formel: 


w| a 


" sin (©. ©) (cos O)"-! 

(15) / au ven, Re) >0, 
0 

welche von Liouville!) gefunden worden ist, während die all- 

gemeinen Formeln (13) und (14) von Cauchy?) herrühren. 


1) Journal für Mathematik, Bd. 13, p, 231; 1835. 


2) M&moires sur les integrales definies prises entre des limites imagi- 
naires; Paris 1825. 
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Wir setzen ferner in (13) und (14) 2 —=n-+ 1, wo n eine ganze, 
nicht negative Zahl bedeutet, und führen 1— x statt y ein; dann 
ergeben sich die beiden spezielleren Integraldarstellungen: 


st 


2 Ey 1: 
(16) N: DE 1 COS (n + 1)p(cot p)' "dp = er Ö ( n )); 
0 


5 4 zur 1 n 4 
(17) } (cos p)""!sin(n+1)gp(cotp)! "dp Se (a = as 
0 
wo man also R(x) > 0 bzw. R(x) > — 1 annehmen muß. Aus (16) 
und (17) findet man endlich die weitere Formel: 


z inz 


2 n 2 
n—1,i(n x re ae 
(18) NE ldatDp(cotp)! m (? Eu 
0 


wo man also R(x) > 0 annehmen muß. 
Wir bemerken noch, daß Schlömilch') die beiden Formeln 
(13) und (14) durch die Substitution = tg transformiert hat. 


$ 65. Methode von Kummer. Die hypergeometrische Reihe. 


Kummer?) hat eine Methode angegeben, durch welche man 
gewisse bestimmte Integrale in Reihen entwickeln kann. Ist nämlich: 


(1) fd)= te + ++: 
eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius e > 1, und konvergiert 
außerdem die Reihe: 


(2) 0% 4% a le ee 


wo m eine gewisse reelle und endliche Zahl bedeutet, so ist sicher 


für Rd) > 0, Rec) >O und |x|<oe: 


1 s—=o® 1 
Sraaa —tyPietdt - Da,0' Sera — HP-1dt, 
0 s=0 f 


Daraus folgt vermöge des ersten Eulerschen Integrales: 


1) Analytische Studien I. p. 15; 1849. Journal für Math., Bd 33, p. 353; 
1846. Grunert Archiv, Bd. 6, p. 200; 1845. 
2) Journal für Mathematik, Bd. 17, p. 214; 1837. 


Nielsen, Theorie der Gammafunktion. 11 
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TTa,0b) INS DE 


&) f fa) ya Zr © 


und diese Formel bleibt, dem Satz von Abel zufolge, noch richtig 
für © = o, vorausgesetzt, daß N(b) > m wird, wie dies deutlich aus 
dem Grenzwerte $ 21, (2) hervorgeht. 

Als eine wichtige Anwendung der Formel (3) führen wir den 
folgenden Spezialfall: 


' B Rt ® 
(4) 2a, B, y, &) = a el — Dr da) Pat 


an, wo im allgemeinen: 
Ro) >0, RYy—a)>0, a] <1 


vorausgesetzt werden muß. 

Für «=1 wird das Integral rechter Hand in (4) mit dem 
ersten Eulerschen identisch; auf diesem Wege hat Kummer!) eben 
durch (4) die Gaußsche Formel für F(«, ß, y, 1) hergeleitet. 

Aus (4) gewinnt man nach einer einfachen Rechnung den Spezialfall: 
f : 4 ne re 
| IE en 


0 


(5) 


ra -er-a4en, 


welchen Boncompagni?) bemerkt hat; man muß hier |x|< 1 und 
—2<N(g) <1 annehmen. In ähnlicher Weise findet man die ana- 
loge Formel: 


—\ a 


fra-r 2 


Er dewuh nr 2) 1+4-9e + 1--9e+% 
| (a7 (1. +07? 1: 


wo man |x|<1 und —1<NR(g) <4 annehmen muß. Diese Formel 
rührt von Ramus?) her. 


1) Journal für Mathematik, Bd. 15, p. 138 ff. 

2) Ebenda Bd. 25, p. 74. 

3) Oversigter der Kopenhagener Akademie 1844, p. 51; Afhandlinger der 
Kopenhagener Akademie (4) Bd. 12, p. 151; 1846. 
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Eine weitere Anwendung von (4) bietet die Formel: 


1 
De 1 .T@)TW) 
© f (+ 2°tV 55 »(i1+2?° Ta+y)’ 


0) 


wo man R(x)>0, R(y)>O0 annehmen muß, die Annahme O<z<—1 
aber auszuschließen ist; in dem Falle O0>2>—1 ist überdies 
Rey) <<. 

Die Formel (4) ist zuerst von Legendre') gefunden worden; 
sie wird dennoch allgemein Abel?) zugeschrieben. Später ist die- 
selbe Formel von Boncompagni?) und in unnötig verwickelter 
Form von Winckler?) hergeleitet worden. 

Wir transformieren ferner die Formel (7) durch die Substitution 
t= cos?’ und erhalten so: 


z ' 
(8) nn, 1, , T@TW), 
(2 + cos?p)* +} a Fit”? Tat’ 


indem wir z2+1= me, 2=mß einführen, folgt daraus: 


2 + c08’p = ma — sin?p = ma(cos’p + sin?’p) — sin?gp, 
2 + c0s’p = ma cos’p + mß sin?p, 
ze 
(9) Geo m" “oa, 1 Tor, 
(w e08?p + Bsin’p)"tV ee Pet y) 


Die letzte a verdankt man Schlömilch.’) 

Natürlich kann man auch die allgemeine Formel (3) durch die 
Transformation = cos’p ändern; in dieser Form ist sie von 
Schlömilch‘) und Lobatschewsky’) angewendet worden. 


Ss 66. Transformation von Schlömilch. 
Schlömilch?) hat eine ebenso einfache wie allgemeine Trans- 
formation gefunden, welche nicht selten für die Reduktion be- 


1) Exereices sur le calcul integral, Bd. I, p. 110—112; 1817. 
2) Journal für Mathematik, Bd. 2, p. 24; 1827; Werke Bd. I, p. 253. 
3) Ebenda Bd. 25, p. 24. 
4) Ebenda Bd..45, p. 102: 
5) Kompendium, Bd. I, p. 276; 1879. 
6) Ebenda p. 284. 
7) M&emoires de Kasan; 1835, 1836. 
8) Analytische Studien, Bd. I, p. 83; 1848. 
sl ll 
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stimmter Integrale von Nutzen sein kann. Es bedeute nämlich f(x) 
eine Funktion, welche nur der Bedingung genügt, daß das gerad- 
linige Integral: 


(1) m fr((e: - 2) ’)az, 


wo a und ce positive Konstanten sind, einen Sinn hat; sonst kann 
f(x) ganz willkürlich angenommen werden. 
Aus der offenbaren Identität: 


4ac-+ (cz = (ex 4 =, 


fließt die weitere: 


[77 — 
cd — — 
1! a« at 8 
een 
dac+ (e 2 <) 
somit ergibt sich aus (1): 
© c& a =! 
2 1 2 a\? Same) 
(2) Jf == a.fı ((e: = -) ) (e -- 3) A Mi + = Re de. 
: V +ae + (ez- %) A 
Die Transformation: 
ee 
ergibt in dieser Fassung: 
1eL2 
(3) TE Srot Fit 
20. / Viaere)® 
Setzt man aber nun in (B): 
a RER 
Ve 
—o® —o 0) 


und führt man in das erste Integral rechter Hand — t statt £ ein, 
so ergibt sich schließlich die einfache Formel: 


3 
(4) = J r@)dt. 


Als Beispiel wollen wir den Wert des Integrals: 


Er E PR 
(5) u- ft 4-9 ?ar 


1 
) (a + bi — en tt? 2 


Ra)>—-- 
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bestimmen, wobei a, c und «+b—c sämtlich positiv sind. 


denı Ende setzen wir der Kürze halber: 
(6) h=+Ya, g=+Ya+b-c 
und finden so nach einer einfachen Rechnung: 


{ 1 1 
BR. 


(7) uf De 


gr tRa—dtaa—nFrt 
Durch die Transformation: 
2 Yy? Dee 1 dt 2Y 
eg 1+y’ dys d+yN% 
erhält man dann nach einigen Reduktionen: 


Z l 
BEN a a, 
ey) teta+m] 
und daraus mittels (4): 


[023 


2 fl dt 
I J@+ce+g tm! 


Nach diesen Erörterungen liefert die neue Transformation: 


a euren), 
unter Anwendung von $ 53, (5) die gesuchte Formel 
EIN Se 2 1 
(8) ee ee 
v a+b eh Fa tDgle+g+ m etz 


wo h und g aus (6) zu bestimmen sind. 


165 
Zu 


Liouville!) hat die Formel (8) hergeleitet, ohne Rücksicht auf 
frühere Arbeiten zu nehmen; man vergleiche die Gegenbemerkungen 


von Öayley?) und Schlömilch.’) 


$S 67. Mehrfache Integrale von Dirichlet und Liouville. 


Als ein ziemlich allgemeines Beispiel für die Reduktion mehr- 
facher Integrale auf Gammafunktionen wollen wir folgenden Satz 


beweisen: 


Es bedeute f(z) eine solche Funktion, daß das n-fache Integral: 
A) W, [SS ann ahe, ro nntdndi dt, 


1) Journal de Mathematiques (2), Bd. 1, p. 421—424; 1856. 
2) 3) Ebenda (2), Bd. 2, p. 47—55; 1857. 
3) Zeitschrift für Math. und Physik, Bd. 2, p. 67—68; 1857. 


166 Zweiter Teil. Bestimmte Integrale. 


einen Sinn hat, wenn die Integrationsveränderlichen t, ‚tg, -,t, sämtlich 
reell und nicht negativ sind und außerdem der ‚Bedingung: 


(2) Sn ee) 


Genüge leisten, wo h eine feste positive Konstante bedeutet, während 
die Exponenten &,%, * , 2, sämtlich einen positiven reellen Teil haben, 
dann ist allgemein: 


h 
E | x) Do): T@,) fi ae 
Are Ai: .‚Rautrat+t+m-1 
(3) W.= De HORSE a 
0 


Wir betrachten zuerst den Fall a» —=2 und setzen demnach: 


h h—t, 


(4) W, -(n ai, [1 + rat. 
N) Ö 


Dieselbe Substitution wie in $ 60, d. h.: 
h=un, h=u(ll—o) 


ergibt dann mit derselben Begründung wie vorher ohne Mühe: 


1 


h 
(5) W,= / un tatflu)du- fv- (1 — v)erldo 
9 5 


und somit dem ersten Zulerschen Integral zufolge: 


(6) W,= Ben Te n 3. friw uararidu. 


Es sei nun die Formel (2) für W,_, richtig, also: 


Rh 
: T(&,)T(&,) - 2 
@) Dan o 2fr« +u)wet tnmidu, 


wo wir: 


I<h ++. +, <h-t 
annehmen und: 


af SI ra rt werte tagte .de, 


setzen; aus der Definition von W, folgt dann unmittelbar, daß: 


W,= [e-w,_.a, 
f 
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sein muß. Daraus folgt wegen (7): 


Ro 


h 
(8) K- wu fie-raı [FG BE u)uattm-1du, 
0 0 


wo der Kürze halber: 


K-Eu en en) 


2: _ T(@)I@) 2 T'(&,) 
gesetzt worden ist. Dieselbe Methode nun, welche uns von (4) auf 
(6) geführt hat, führt uns auch von (8) auf (3), und damit ist 
unser Satz bewiesen. 
Setzt man speziell f2)=1 und =1, so kann die letzte Inte- 
gration in (2) ausgeführt werden, und man bekommt die Formel: 


a —-14m,-1,,. fin- ERS DE) De) 
all en dd il nn tn: 


welche von Lejeune-Dirichlet!) herrührt, während die allgemeinere 
Formel (3) später von Liouville?) angegeben worden ist. 

Die beiden Formeln (3) und (9) können sehr leicht verall- 
gemeinert werden, indem man statt (2) die noch allgemeinere Be- 
dingung: 


a luen 
II 
aufstellt; dann findet man durch die Substitutionen: 

1 I 
un Be m dd _% 
ke FE Us; er Q, u, ’ du, ee m, i u, .) 


daß: 
0<u +tw+.+w<s1 


sein muß. Daraus folgt wegen (3) für das entsprechende Integral 
W,„ der Ausdruck: 


& Bi u 
A a r()r(®) NE r(®) 
w: aa» an m; My M,, 
z MM," Mm, ra un 4+...4+ a) 
Mm, Ms; 


(11) 


Tn 


De 
[ra1” "de 
0 


1) Comptes rendus, Bd. 8. p. 156—160; 1839. Journal de Mathematiques, 
Bd. 4, p. 164—168; 1839. Berichte der Berliner Akademie 1839, p. 18—25. 
Abhandlungen der Berliner Akademie 1839, p. 61—79. Werke Bd. I, p. 375—410. 
2) Journal de Math&matiques, Bd. 4, p. 155—160; .1839. 
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und speziell für f(2) = 1: 


& % & 
r =) r(®) er r(e) 
ara 2 ar © m, une mn) 


(12) Wen x x 2 
108 ee) 
Setzt man speziell n 11) = =, =: =a,„—1 und 


ft) = (1— N, so wird offenbar: 
Ta+ ar) r(®) Hassegı: a ); er 


m, My 


m 
BB a E 
mm mitt 44H ) 


EmR 


Dies Beispiel rührt von Catalan!) her. 
Von der Formel (12) ausgehend, hat Lejeune-Dirichlet?) 
die Kubatur des Ellipsoides: 


a9 DEZUEIOEE 
und des durch die allgemeine Fläche: 
u ++ 


begrenzten Körpers durchgeführt; für n=4 reduziert sich diese Kubatur 
auf r(z) oder auf die Rektifikation der Lemniskate. 


Kapitel XIL. 
Die Funktionen (x) und log I'(x). 


$ 68. Integrale von Legendre für (x) und (x) +0. 


Als Anwendung des in $ 50 bewiesenen Satzes über Partial- 
bruchzerlegung eines Integrals ®(x) wollen wir die Funktion: 


il 1 1 Wi 
le) = er er) un > 


als ein solches Integral darstellen. Die Formeln $ 50, (1), (2) liefern 
unmittelbar für die entsprechende Funktion p(f) den Ausdruck: 


Ne t<1; 


a 
„irw’ 


1) Journal de Mathematiques, Bd. 6, p. 81—84; 1841. 
2) Werke Bd. I, p. 400. 


Kapitel XII. Die Funktionen I(x) und log T'(x). 8 68. 169 


daraus folgt die gewünschte Darstellung: 


1 


get f% a 
() Bd N Ra) > 0, 


die man Legendre!) verdankt. 

Die Binomialkoeffizientenreihe für ß(x) läßt sich nun auch ohne 
Mühe herleiten; ihre Koeffizienten werden indessen nicht sehr elegant. 

Als eine weitere Anwendung der Formel (1) können wir ver- 
möge $ 5, (14) die Integraldarstellung für m: sinxz in $ 53, (14) 
unmittelbar niederschreiben. 

Aus (1) findet man ferner durch partielle Integration: 


1 
1 1 Zu 
0 


: 2 —ı pe 
und daraus, indem man t=2? und —, statt © einführt, folgende an- 


dere ebenfalls von Legendre?) herrührende Formel: 


A 
c—1 c—1 1 2° 
(2) 73 B( —)- Ai ae Re)>—1. 
0) 


Wir gehen nunmehr von der zweiten Formel (1) aus und inte- 
grieren von 1 bis x, dann wird vermöge $ 5, (17): 


1 Dt tx 
(3) log x — log. B(}, an dt, Rla)>0. 
0 


Auch diese Integraldarstellung verdankt man Legendre?). Aus (3) 
findet man für <= 2 nach einer einfachen Rechnung, daß: 


a ee ikarde 
(4) logy 5 -/G e+1 Ihr 
0) 
sein muß. 


Erinnert man sich der aus $ 51, (2) für x=2, y=1 erhaltenen 
Darstellung: 


[oJ 


—t — 2: 
log 2 ee 


[) 


1) Exercices sur le caleul integral, Bd. II, p. 157; Paris 1817. 
2) Ebenda Bd. II, p. 166. 
3) Ebenda Bd. I, p. 157. 
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so fließen aus (3) und (4) nach einigen Reduktionen noch folgende 
Formeln: 


& 


e 4 „21-31 —tx 
(5) log B(}, DIE Ze E Fe dt, Ra) > 0, 
ö 


ildete a) 


en 


re sie SWL 
(6) 108 Van [(& er ee a) 


0 


Ks\3 


Wir gehen nun zu der mit f(x) nahe verwandten Funktion: . 


Ber De urn sen) 


über. Dieselbe Methode wie vorher liefert ohne Mühe die ent- 
sprechende Integraldarstellung: 


1 
1— 


ee ar Rx) > 0, 


(7) (a) + G 


welche man ebenfalls Legendre') verdankt. Aus (7) kann man 
noch verschiedene andere Formeln herleiten. So findet man mittels 
$ 5, (7) die Integraldarstellung von Euler?): 


z—1 x 
(8) 7 cot 7% JE e. dt, O<NRG@)<I: 
6 


. 1 - 
und daraus durch Integration von — bis x: 


ge 1 
(9) log sin x@ = 1a 5 a dt, ORT. 
\ 


Als eine Verallgemeinerung von (7) kann man folgende andere 
Formel: 


1 
c+y—1 1 


(10) Fo) Plc+y)- [ dt 


ansehn; sie ist brauchbar, falls R(x)>0 und Rz+y)>0O an- 


genommen wird. 


1) Exereices sur le calcul integral, Bd. II, p. 45; Paris 1817. 
2) Miscellanea Berolinensia, Bd. 7, p. 107; 1743. Acta Acad. Petrop. 
Bd. ö, 1781I, pp. 32, 36; 1784. | 
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Es bedeute weiter n eine positive ganze Zahl; indem man in 


(7) statt x der Reihe nach: 


w—1 


%, Pe Be. Male 


n’ 
einführt und die so erhaltenen n Gleichungen addiert, folgt: 


sen—l 1 


(11) en) Ra) >0 


und daraus unter nochmaliger Anwendung von (7) die von Schaar') 
herrührende Formel: 


s—=n—1l 


(12) Dre: )—n Ylnz) = ARE i ei at, R(z)>0; 


setzt man ferner in (11) {= 2”, so ergibt sich die Formel: 


s=n—l1l 1 
„n—1 n&2—1 
an 04er) iin R> 0, 
s=0 Y 


e 


welche von Arndt?) und Schlömilch?) angegeben worden ist. 
Der Zusammenhang zwischen den Formeln (12) und (13) und dem 
Multiplikationstheoreme für #(x) liegt auf der Hand; wir wollen 
indessen nicht näher darauf eingehen, weil wir in $ 76 dasselbe 
Multiplikationstheorem zu verallgemeinern haben. 
Eine Anwendung der allgemeinen Formel $ 49, (4) ergibt endlich 
für (x) + C folgende Binomialkoeffizientenreihe: 


sS—=@ 


(14) Ya) +l0= Da m) Ar) >=0, 


welche man Stern?) verdankt. 


Setzt man endlich in (1) und (7) «= 7 wo 7 einen positiven 


echten irreduziblen Bruch bezeichnet, so ist die Herleitung der 
Sätze des $ 7 auf eine elementare Aufgabe der Integralrechnung 


reduziert; dies ist für 22) + C von Lebesgue?) bemerkt worden. 


1) Me&moires Couronnes de Bruxelles Bd. 22, p. 15—16; 1846 (1848). 

2) Grunert Archiv, Bd. 10, p. 253; 1847. 

3) Analytische Studien, Bd. I, p. 36; 1847. 

4) Zur Theorie der Eulerschen Integrale, p. 39. Göttinger Studien 1847. 
5) Journal de Mathematiques (2) Bd. 1, p. 377—378; 1856. 
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$ 69. Die Derivierten von I‘x) und B(x, y). 

Es leuchtet ein, daß die Integraldarstellungen, welche wir in 
den drei vorhergehenden Kapiteln entwickelt haben, eine große 
Menge ähnlicher Formeln liefern, wenn wir sie nach einer der Ver- 
änderlichen # oder y differentiieren. Wir wollen hier einzelne dieser 


Formeln entwickeln. 
Gehen wir von dem ersten Eulerschen Integrale: 


1 
(1) Ba — ([e-1(1 - He-tdt, Ra) > 0, Ay) > 0 
0 
aus, so ergibt die Differentiation nach x wegen $ 5, (10): 


ORG) 


1 
(2) Ten (Pa) — wat) rl — DW! logtdt; 
0 


daraus folgt unter Anwendung von $ 68, (10) die Formel: 
ii 


1 1 N 5 
. CHY— ER — 
(3) fera-y-ia JE di Fell ip llogidh, 
v 0 


0 


welche von Euler!) herrührt und recht häufig in der Literatur über 
I‘(x) aus der ersten Hälfte des vorigen Jahrhunderts vorkommt; wir 
erwähnen z. B. Arbeiten von Legendre?) und Cauchy.’) 

Weiter setzen wir in (2) @=1 und führen hinwiederum & 
statt y ein, dann ergibt eine einfache Transformation des so erhaltenen 
Integrals die von Abel?) herrührende Formel 

1 
9 feriga-9u--C+2etd, a>o; 


0 


nun ist aber ebenfalls für R(z) > 0: 


1 
= [#r-t. logt di; 

IE 0 

1) Acta Acad. Petrop. 1777II, p. 15; 1780. Institutiones calculi integralis 
Bd. IV, p. 166; 1794. 

2) M&moires de l’Institut de France 1809, p. 457. Exercices, Bd. I, p. 259; 
1811. Traite, Bd. II, p. 390; 1826. 

3) Journal de l’Ecole Polytechnique, cahier 28, p. 193; 1841. 

4) Werke Bd. II, p. 8. 


, 
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somit ergibt sich aus (4) die andere Integraldarstellung: 
1 


(5) u = (e-t10g (4 - 1)at, Ra) >0. 
0) 


Schlömilch!) und Lindman?°) haben in ähnlicher Weise die 
Formeln $ 53, (4) bzw. (5) nach x differentiiert und dann x —= 1 bzw. 


0-4, gesetzt; dies Verfahren liefert offenbar Relationen, welche 


mit (4) und (5) zusammenfallen. 
Betreffs des zweiten Eulerschen Integrals gehen wir von $ 6l, 
(7) d. h. von der Formel: 
Serra = y a2), RE) >OI, RY)>O 
0 
aus, aus der die weitere Formel: 


[0.2] 


(6) fer log tdt — = (P(x) — log y), 

1) 
folgt, die von Cauchy°) herrührt. Weiter setzen wir in (6)y—=1 und 
% +1 statt x; die Differenzengleichung für (x) ergibt dann die 
folgende Integraldarstellung: 


@) T(&) fe — )#-tlogtdt, Ra)> 0, 


welche man ebenfalls Oauchy?) verdankt. Aus (6) findet man ferner 
für <= y- 1, und indem man t=— log z einführt, folgende Formel 
für die Eulersche Konstante: 


1 
(8) 1) - [1og (log ) dz, 
N) 


welche von Malmsten?) bemerkt worden ist. - 
Eine weitere Integraldarstellung für C kann aus $ 62, (5): 


” I‘(&) sin _ e 
Ssn@we-a- Be ——, a 
{) 2b’ I(1— x) cos 5: 


1) Beiträge p. 76—85; 1843. 

2) Grunert Archiv, Bd. 16, p. 94—103; 1851. 

3) 4) Journal de l’Ecole Polytechnique, cahier 28, p. 147; 1841. 
5) Journal für Mathematik, Bd. 38, p. 1-39; 1849. 
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hergeleitet werden; eine Differentiation nach # ergibt nämlich, wenn 
man darnach <= ( setzt: 
(9) — (+ log 5) = | 10g 2dt. 
0 
Diese Formel rührt von Arndt?) her. 
Endlich gehen wir von $ 64, (14): 


zt 


2 


T'(& il 
fi (29) (cos 9)” ?(cote p)’dgp == = y ; on 
- 2 sın ru 


aus; eine Differentiation nach y liefert dann, wenn man y=1 setzt 
die von Lindman?) herrührende Formel: 


2 
21: 
(10) 7 (Pa) + 0) f n Zr Er “9 1ogtg pp, 
() 


welche für R(x) > 0 anwendbar ist. 


$ 70. Integraldarstellungen erster Gattung für u(x) und v(«). 
Um mittels der Formeln des $ 68 einen Integralausdruck für die 
Funktion (x) selbst und dadurch auch für log I’(x) zu erhalten, 
haben wir vor allem die Kulersche Konstante als, bestimmtes Integral 
darzustellen; wir ziehen es indessen vor, eine viel allgemeinere Auf- 
gabe zu lösen, indem wir Integraldarstellungen für die beiden 
Funktionen: 
v(x) = log a — Pla), 
w(2) = log Ia) — (« = 5) log2 +2 —logY2xr 
herleiten wollen. 
Eine erste Gattung solcher Darstellungen liefern die in $ 33, 


(9) und $ 34, (6) gegebenen Reihenentwicklungen: 


s=w@ 


S ee ze) 
@ =D [et st )leli+.4)-1] 


1) Grunert Archiv, Bd. 11, p. 70; 1848. 
2) Handlinger der Stockholmer Akademie, 1850, II. 
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indem wir das allgemeine Glied dieser Reihen als bestimmtes Integral 
darstellen und dann die Summen dieser Ausdrücke bilden. 
Gehen wir erstens von den in $ 5l, (1), (2) gegebenen Formeln 


für - und log (1 En -) aus: 


N - [ewat, Ra) > 0, 


v 
1 ee 
og(1 +4) - PT era, R>0, 
v 


so folgt daraus unmittelbar die Integraldarstellung: 


je} 


(9). 2 —log (1+-) -/(ı = ee) etwdt, R(a)>0. 
0 


Nun hat die in (3) vorkommende zu integrierende Funktion offenbar 
eine einfache Nullstelle in = 0; die Funktion linker Hand in (3) 
ist daher summierbar, und die allgemeine Formel $ 48, (4) liefert 
unmittelbar das gewünschte Resultat: 


)  v@)- fi FG ztrl)ema, R@)>0, 


welches man Binet!) verdankt. 
Aus den Definitionen für u(x) und v(x) folgt aber die Identität: 


(5) u) 5. — vl). 


Da nun vermöge (4): 


o 


1 1 1 1 
red t +5) erde, lol 2, 
v0 


sein muß, so ergibt eine Integration nach «: 


% Zi q 
Oo s@rR- (++), Rg>0; 
0 


denn die unbestimmte Integration nach x ist erlaubt, weil die 
zu integrierende Funktion eine Nullstelle in?=(0 hat. Um nun 


1) Journal de l’Ecole Polytechnique, cahier 27, p. 243; 1839, 
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den Wert von K zu bestimmen, setzen wir zuerst in (6) «=1, 
woraus: 


| 31, 3 1 1 fi dt 
OBERE Tee Sy men ner, 
) 


in ähnlicher Weise: 


| 


folgt, während die Annahme & — 


& 
1 1 1 1 1 at. 
oc I ge 
D. 278 082 + K- (I, Fe ) er 
0 


ergibt. Daraus folgt, indem man 2? statt £ einführt: - 


EICH: ss 1 dt 
(8) 110g 2+2K- | (4 +1): 
[) 


Die Subtraktion von (7) und (8) ergibt indessen vermöge $ 68, (4) 
nach einer einfachen Rechnung X=0. Damit haben wir folgende 
andere Formel von Binet?): 


(9) NEE / 4-++9) Fa, Ra)>0 
) 


gefunden. 
Andere Integraldarstellungen für u(x) und v(x) können folgender- 
maßen hergeleitet werden. 


Aus der Identität: 
1 1 
eu 
t+8% t+% 


folgt unmittelbar die andere: 


1 


1 


1 
on Saferdifrd)-i 
0 


und daraus durch Differentiation nach &: 


1 


1 
(11) Hat 1 1 1 
(+ uk der x — log (1 ar )  2r(e +1)’ 


0 


1) Joumal de l’Eeole Polytechnique, cahier 27, p. 240; 1839. 
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endlich ergibt eine partielle Integration wegen (10) und (11) die 
ähnlichen Darstellungen: 


1 
il t—t#% 1 1 
c> 2 Siradi= @+ 3) log (1+,)-1, 
1 
t— 1 1 1 
(13) ee 10ER (+-)- GT 
0 


Setzt man noch in den vier letzten Formeln statt x der Reihe 
nach: 


z+1l,2+23, 2 +43. 


und nimmt die Summe aller so erhaltenen Gleichungen, so ergeben 
sich offenbar Integraldarstellungen der Funktionen u(«) und v(«); 
aus den Formeln: 


aus 0 > (ee 


s—=a@ 


AT. 
ZatsersrV P 


findet man erstens wegen (12) und (13): 
1 
(14) 4 " (9): WO+ o)dt, 


(15) ee le G-B)WO( + a)dt; 


die Formel (14) rührt von Hermite!) her; in ähnlicher Weise findet 
man aus (10) und (11): 


(16) u®) Sfiizin 2 


(17) v(8)= 3 Sf 


Die beiden letzten Formeln können indessen in sehr eleganter 


1) American Journal, Bd. 17, p. 7; 1895. 


Nielsen, Theorie der Gammafunktion. 12 


178 Zweiter Teil. Bestimmte Integrale. 


Weise umgestaltet werden; aus der gewöhnlichen logarithmischen 
Reihe findet man nämlich für O<0<2z: 


Fee new = sin “2 
sl 


woraus durch Trennung der reellen und der imaginären Komponenten: 


s=o 


7 0 (sin s0) 


s=1 


folgt; setzt man daher allgemein: 
"SI sin (2nr&) 
a8) 1 Denen 
n=1 
und bezeichnet [x] die größte ganze Zahl, welche für <> 0 die 
Ungleichung [x] < x befriedigt, dann ist: 
(19) AW=-z-2+), Aa+ = AQ); 


somit findet man aus (10) und (11) die beiden weiteren Integral- 
darstellungen: 


At 
(20) MO Panrtiz 
0 
1 Alt 
(21) TO ae 
v 


nach Stiltjes!) rührt die Formel (20) von Bourguet her; dies 
ist aber nicht zutreffend, weil sie schon früher von Gilbert?) 
publiziert worden ist. 

Es leuchtet ein, daß die beiden Formeln (20) und (21) für 
reelle, nicht positive x keinen Sinn haben, sonst aber für einen will- 
kürlichen Wert von x anwendbar sind. 

Wir wollen von der Formel $ 39, (9) hier noch eine An- 
wendung zeigen; aus: 


ü 
l 


v(a) -)) B(&a) 


s=1 


folgt nämlich unmittelbar wegen $ 68, (1): 


1) Journal de Mathematiques, (4) Bd. 5, p. 432; 1889. 
2) Recherches sur le developpement de la fonction I‘, p. 12. Academie 
de Belgiques, Bd. 41; 1875. 
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(22) v(a) ET Bette Beer), RR) 0; 


nun ıst aber: 


nd 1 
a, 


1 
a+dgt re 


somit findet man aus (22): 
1 


(23) va) -# ES (er+ tere.) Ra)>O 


und daraus durch Integration von 1 bis x und unter Anwendung 
der Identitäten: 


Be) - vl), ul) -1-logV?r 


die weitere ee 
1 


dt Br_2 o Ae_A r_p 
u(2)— 1 -+logY2ra = il a ae =; 
{) 


di+ 


somit ergibt die Annahme x = 3 wegen $ 34, (13): 


t* t® t!6 
(24) 1-10(5 ein Hr tat): 


daraus ergibt sich endlich durch Addition der beiden letzten Glei- 
chungen die gesuchte Formel: 


It t?x t'® tx 
(25) #(@) = log Ve ae, 


welche man Catalan!) verdankt. 
Aus (23) findet man weiter für = 1 die (24) ähnliche Inte- 
gralformel für die Eulersche Konstante: 


1 


(26) Ge: He He +, 
0 


welche ebenfalls von Catalan?) gefunden worden ist. 


1) Journal de Math@matiques, (3) Bd. 1, p. 226; 1875. 
2) loc. eit. p. 215. 
12* 
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$ 71. Integraldarstellungen zweiter Gattung für u(x) und v(). 
Die Integraldarstellungen $ 70, (4), (9): 


(1) v(&) -/(; = + En 1) e-t2dt, R(a) > 0 
(2) u(e) Ban a, Re) > 0 
und $ 68, (1): 

8) Ba) | I, Ra)>0 


lassen sich auf andere ee bringen, welche in der Tat sehr 
interessant sind. 
Zu dem Ende setzen wir in der bekannten Entwicklung: 


s=@ 


- erzi eg ezi 1 1 
(4) m ot tu Ds 
si 
welche als eine unmittelbare Folgerung von $ 5, (2), (7) anzusehen ist: 


t 


rn per 


wir erhalten somit nach einer einfachen Rechnung die weitere Formel 


von Euler): 
s=o 
af 1 ıı se 1 
Bl Den D 1? + 4s’n® 
s=1 


und daraus wegen (1): 
(8) rd) Aththrtht, 


wo der Kürze halber: 


gesetzt worden ist. 
Nun ergibt die Substitution ?= 2nrz ohne weiteres: 


[e) 
J 2 1 u 
n Nm 1+2? 
0 


daraus aber folgt wegen (5) für u(x) die Integraldarstellung: 


1) Introductio in Analysin infinitorum & 183. 
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1 les(i-e 
(6) Me f ed Ra) > 0 
und daraus durch partielle Integration die ähnliche Formel: 
®  arctgt 
(7) a2 | dh, Ra) > 0, 


0 


während die Identität: 
1 
v(2) = zz — u (a) 


wegen (6) für v(x) die entsprechende Darstellung: 


(8) el tdt a Ra) > 0 


Be 1) (e? rtz 
liefert. 


Aus der zu (4) analogen Entwicklung für x: cos zz findet 


man weiter: 
1)’(2s +1) 
De >; P+@s+ Nm 
’te ? 


und daraus wegen (3) noch folgende Integraldarstellung: 


1 1 “ 1 d 
(9) En aa Re 
0 


Die drei eben entwickelten Formeln (6), (8), (9) haben also 
sämtlich einen Sinn für R(x) > 0; unter derselben Voraussetzung 
findet man mittels der Transformation tx = 2: 


| (1_e-?7: arctg (=) 
(10) u(&) - Fr ee ) dae=2 ar dt, 


a1) va) - or ran ee 


(12) = Bla E 5) -f Et u 
0 


denn diese Formeln sind für positive, reelle x sicher richtig, und 
beide Seiten dieser Identitäten sind analytische Funktionen in x, 
wenn nur R(x) > 0 vorausgesetzt wird. Die Formel (12) ist von 
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Legendre'), (11) von Poisson?), die letzte Formel (10) von 
Binet?) und die erste Formel (10) von Schaar) gefunden worden. 
Wir wollen noch den Wert der beiden anderen Integrale 


En » arctg ) 2 @) x 2 El 
uhr g r La)" 1)’ 
0 


fa) = 


bestimmen; eine einfache Rechnung es 


2 t 
© , 2 arctg (5) 
° 0 


a 2dz nn 
Der a Se ’+ 20°) (1) 


tdt 
rose N Tree) 


Daraus erhält man die gesuchten Werte: 


t 
& arteg (.) log (1 —2rt 
(13) u(@a)-u(22)= I Er di=— fe “rs ar, 
0 


tdt 


1 ee 


Die Formeln (10) bis (14), welche also sämtlich für R(z) > 0 
anwendbar sind, bieten eine interessante Eigentümlichkeit dar. In 
der Tat konvergieren die entsprechenden Integrale sämtlich offenbar 
auch für R(x) < 0, während sie für R(z) = 0 sinnlos werden. 

Petersen’) hat diese Verhältnisse für (11) aufgeklärt, indem 
er gezeigt hat, daß das betreffende Integral für R(x) 20 verschie- 
dene Funktionen darstellt; durch Anwendung seiner allgemeinen 
Darstellung der Eulerschen Summenformel®) findet Petersen näm- 
lich, daß allgemein: 


1) Exercices sur le calcul integral; 5, 50. 

2) Memoires de l’Institut de France; 1811, p. 221. 

3) Journal de l’Ecole Polytechnique, cahier 27, p. 243; 1839. 

4) M&moires Couronnes de Bruxelles, Bd. 22, p. 6; 1846. 

5) Vorlesungen über Funktionentheorie, p. 232; Kopenhagen 1898. 
6) loc. eit. p. 164. 
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0 ,.R@)>0, 
u 


mi =, Na) <o 


1 tdt 
(15) v(z) = a 2 sh rt g_ Imzi 
Ö 
sein muß, und es leuchtet ein, daß man die übrigen obengenannten 
_ Integrale in ähnlicher Weise behandeln kann. 

Das Ergebnis von Petersen ist in der Tat sehr interessant, 
weil die betreffenden Integrale in den zwei Halbebenen verschiedene 
Funktionen darstellen, welche beide für sich in der ganzen x-Kbene 
analytisch fortgesetzt werden können. 


$ 72. Die Funktion P(x). 


Nachdem wir die Integraldarstellung $ 70, (4) für v(z): 


v(x) = log x — Pr) K = - +1)erwdt, Re) > 0 
0 


gefunden haben, ist es sehr leicht, die Funktion #(x) selbst als be- 
stimmtes Integral auszudrücken; es bleibt uns nämlich nur übrig, 
die Funktion log x mittels $ 51, (2) zu eliminieren; da nun: 


I ae et? 
logo = | ae Na) >0 
0 
ist, so ergibt sich ohne weiteres die gewünschte Integralformel: 


& wn-/( - m,  uw>o, 
0 


welche von Gauß!) herrührt; für x = 1 folgt aus (1) für die 
Eulersche Konstante der Ausdruck: 


2 1 1 
(2) oe 
0 


welchen man Euler?) verdankt. 
Aus (1) findet man, wenn » eine positive ganze Zahl bedeutet, 


ohne Mühe, daß: 


1) Comment. Gotting. Bd.2, p. 41; 1812. Werke, Bd. III, p. 159. Deutsche 
Ausgabe, p. 49. 

2) Novi Commentarii Acad. Petrop. Bd. 14, p. 155; (1769) 1770. Acta 
Acad. Petrop. 1781 I, p. 73; 1784. 


184 Zweiter Teil. Bestimmte Integrale. 


Sen-(( 
s=0 e 


> 1—e 
0 
sein muß; daraus folgt, indem man t= — »logz einführt, die von 
Arndt!) gefundene Formel: 
s=n-—1 1 1 1 
1 s BET Oz 
un I a IKZ no 
s=0 0 


Der Zusammenhang zwischen (3) und der Gaußschen Multiplikations- 
formel für (x) liegt auf der Hand. | 
Eine andere Integraldarstellung für (x) kann aus der Identität: 


(4) TO%@)=-T(&)- 7%) - fern: log tdt, | Ne) >0 


hergeleitet werden. Zu dem Ende führen wir in (4) statt log? den 
aus $ 51, (2) gebildeten Integralausdruck ein, dann ergibt sich: 


(5) I(z): P(x) (ea Hz ur); 


0 


denken wir uns nun für einen Augenblick x positiv, so dürfen wir 
die Integrationsfolge in (5) vertauschen?), und es wird: 


(6) Ta). Pe) -/% le fere-rat - erane-iat|; 
0 0 0 


nun ist aber: 


Rn [02 


Feie-iaı = Ix), ar =(1+2)*: I(«), 

9 0 
also folgt aus (6) die von Lejeune-Dirichlet?) gefundene Integral- 
darstellung: 


u 


@) a) - (er), 


0 


1) Grunert Archiv, Bd. 10, p. 253; 1847. 


2) Stolz, Grundzüge der Differential- und Integralrechnung, Bd. III, 
p. 183. 


3) Journal für Mathematik, Bd. 15, p. 258—263; 1836. Werke, Bd. I, 
pP» 275. 
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welche offenbar für N(z) > 0 anwendbar ist; denn in diesem Falle 
sind die Funktionen der beiden Seiten in (7) in x analytische Funk- 
tionen, die, wie wir gesehen haben, für positive x identisch sind. 

Aus (7) findet man erstens für «—1 folgende Integraldarstellung 
der Eulerschen Konstante: 


(8) C -/ (GH —e) = 
N) 


zweitens die Formel: 


7 1 1 dt 
9 (2) — Bly) = — a 
9 a) " (Ge 


welche für R(x) > 0 und R(y) > 0 anwendbar ist; setzt man noch 


in (9) = —, so ergibt sich die Formel: 


at feftu a) ’ 
(10 BR) - W)- f (a) 
welche von Legendre!) herrührt, während Schlömilch?) die 
Formel (9) angegeben hat. 
Dirichlet?) hat dann die Integraldarstellung (7) durch die 
Transformation 1+2=1:t umgestaltet; man findet nach einer ein- 
fachen Rechnung die Formel: 


(11) P(%) ae 2) a Rx) Dal: 


S 73. Die Funktion log Ix). 


Nachdem wir die vorhergehenden Integraldarstellungen für 
(x) gefunden haben, ist es sehr leicht, entsprechende Formeln 
für log I(&) zu finden; denn die gewöhnlichen Überlegungen‘) 
zeigen, daß es erlaubt ist, unter dem Integralzeichen nach x zu 
integrieren. 


1) Exereices sur le caleul integral, Bd. II, p. 107; Paris 1817. 

2) Beiträge, p. 78; 1843, Studien I, p. 35; 1848. Grunert Archiv, Bd. 9, 
p. 8; 1847. 

3) Journal für Mathematik, Bd. 15, p. 258—263; 1836; Werke, Bd. I, p. 275. 

4) Stolz, Grundzüge, Bd. III, p. 18. 


186 Zweiter Teil. Bestimmte Integrale. 


Gehen wir erstens von $ 72, (7) aus, so ergibt die Integration 
von 1 bis x unmittelbar die von F&aux!) herrührende Formel: 


P id Feat VroR 
2 1er an |, Re >0 
0 


Aus $ 72,(9) kann man eine ähnliche Darstellung herleiten. Die 
Integration von 1 bis x ergibt in der Tat, nachdem man zuerst 
x + y statt y eingeführt hat: 


’ = Te+w_ (fi a En 
2) logIa) log 9) zu (a Eee 1) Da dt; 
0 [ 


weiter hat man offenbar: 
IeHT Br? 
) log (1 + 9) f- un 


denn eine Differentiation nach y führt auf eine offenbare Identität 
zurück, und die beiden Seiten verschwinden für y= 0; aus (2) und 
(3) findet man aber offenbar: 


Eine Ke+y) NL 
Io I) 1 (re) 


I 21 (Bro Fee, dt 
(4) - (5 a t Ih log (1+%) a 


0 


ae zu | dt 
. ost) ar 

Läßt man nun in (4) R(y) über jede Grenze hinauswachsen, so 
folgt wegen des Grenzwertes $ 38, (4) die Formel: 


Th ae d+H9—a+H! dt 
B) logI«) -[H ig t ) log(1 +1) ? 


welche man Feaux?) verdankt; aus (4) findet man demnach mittels 
(5) die weitere Men 


(6) log( N) en ee ee N 
Py+Dy+2°” ) (erat+ tlog(1+% ar? 


in (d) muß man R(x) > Oi in 6)RKE+YJ)>O0O, Ry)>—1 an- 


nehmen. 


1) De functione quae littera IT’ obsignatur ete. Münster 1844. 
2) loc. eit. 
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Wir gehen nunmehr von $ 72, (1) aus und finden durch die- 
selbe Methode für log I'(x) unmittelbar folgende Integraldarstellung: 


f % gre N dt : 
@) IT | Be ee 


welche man Plana!) verdankt; sie ist später von Binet?) wieder- 
gefunden, wird aber dennoch recht häufig Malmsten?) zugeschrieben. 


Setzt man in (7) = —logz, so wird: 


ı 


RN dz R 
& log Fa) N), RW>L, 
0 


daraus ergibt sich ohne weiteres vermöge der allgemeinen Formel 
s 49, (4) die Binominalkoeffizientenreihe, welche Hermite?!) für 
log I(& + y) entwickelt hat. 

Wir wollen nunmehr aus den beiden Formeln (7) und (8) eine 
Reihe anderer Integraldarstellungen herleiten. Erstens finden wir 
mit Malmsten°) aus (7) die elegante Formel: 


(ENS „ T@+2WTe@— 2y) 
m 1 N 2 Kalle 


wo also gleichzeitig R(x) >0, R(x +2y)>0 angenommen wer- 
den muß. 
In ähnlicher Weise findet man aus (8) die analoge Formel: 


nen ea Dt 
n log Pa +YI@ -_[- = = De 3 


welche schon Euler®) und Legendre’) bekannt war. Aus (10) 
findet man ferner: 


13 
„+4 Ne 
log B(x, y) = log 57 . an an 
ö 


1) Memoires de Turin, 1818. 

2) Journal de l’Ecole Polytechnique, cahier 27, p. 261; 1839. 
3) Journal für Mathematik, Bd. 35, p. 74; 1847. 

4) Annali di Matematica, (8) Bd. 5, 1900. 

5) Journal für Mathematik, Bd. 35, p. 76; 1847. 

6) Nova Acta Acad. Petrop. Bd. 1 II, 1777. 

7) Exercices sur le calcul integral, Bd. II, p. 108; 1817. 
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und daraus wegen $ 51, (3) die von Binet!) bemerkte Formel: 


1 
(11) 108 B(u, ) = | US eher: 
v 


t(1 — Dlogt 


wo man also R(x) > 0, R(y) > O annehmen muß. 

Weiter setzen wir in (10) x, +2, statt &,; die Subtraktion 
der beiden so erhaltenen Gleichungen gibt dann die Formel von 
Legendre?): 


4 
a a au ae je een 


"Ta +» +dTr@a+ts+D. 


(1—: 2) log z 


Sie ist von Stern?), wie folgt, beträchtlich verallgemeinert worden. 
Setzen wir in (10) x, statt x, und ziehen die so erhaltene 
Gleichung von (12) ab, so ergibt sich: 


To +, +9 IR + +9 Tr, + +2 


log a at a I 


ST, EINS EaNTerT T&+% ++ 


(1 - ya), 
ERITe Dlogt dt; 
0 


(13) 


fahren wir nun in ähnlicher Weise mit dieser Formel fort, so ergibt 
die vollständige Induktion den Satz von Stern: 

Aus den verschiedenen Größen &, &y*,%, bildet man alle mög- 
lichen Kombinationen ohne Wiederholungen; es bedeuten weiter w und 
v die Summe derjenigen Größen, welche in einer willkürlichen Kom- 
bination mit einer geraden bzw. ungeraden Anzahl Elementen vor- 
kommen; damn ist allgemein: 


u EC Fuenern-Zierten, 


vorausgesetzt, daß alle u und v der Bedingung Ru) > —1, Rw)>—1 
genügen. 

Setzt man noch in (14) ©, + %,,, statt x,, so bestimmt die Sub- 
traktion dieser beiden Gleichungen den Wert des folgenden Integrals: 


(15) are DR a er 


(1—t)logt 


1) Journal de l’Ecole Polytechnique, cahier 27, p. 184; 1839, 
2) Exereices sur le calcul integral, Bd. II, p. 108; Paris 1817. 
3) Zur Theorie der Eulerschen Integrale, p. 13; Göttinger Studien 1847. 
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Aus (14) leitet Stern?) eine von Euler?) herrührende Integral- 
formel ab, indem er, =1,=--:=x,—1 einführt; betrachtet man 
dann nacheinander die beiden Fälle, wo n gerade oder ungerade ist, 
so gibt eine ziemlich einfache Rechnung die Formel: 


(16) fer - =D 1y(t)ios 04), 


welche indes auch unmittelbar aus $ 51, (2) mittels $ 48, (1) her- 
geleitet werden kann. 


$ 74. Einige Anwendungen der Funktion v(«). 
Die Funktion: 


) ra) =loge— wa =D (I -1g(i+L,) 


findet eine nicht uninteressante Anwendung auf die in $ 50 ent- 
wickelten Partialbrüche: 


@) GSahatıtart 
oder auch: 
1 oo 
@ S)-fswria-[geyerat,  Ra)>0, 
worin: ; , 
@) un t+Ht +++: 


gesetzt worden ist. 


Es ist in der Tat leicht einzusehen, daß die beiden folgenden 
Reihen: 


(5) Da 108 (27,), Dia v(@+9) 


s=0 = 0 


überall da konvergieren müssen, wo dies mit (2) der Fall ist; erstens 
ist nämlich: 


© 1 (nn) = lg (143m) - S he 


1) loc. eit. p. 15. 
2) Institutiones calculi integralis, Bd. IV, p. 271; 1794. 
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woraus die Konvergenz der ersten Reihe (5) deutlich hervorgeht; 
zweitens ist aber wegen $ 70, (4): 


( a,:v(& +5) = “ : +) en !=a,ez:tdt: 
e — 
0 


Da nun die aus (4) für p(e”‘) erhaltene Reihe von = (0 bis = 
gliedweise integrabel ist, so zeigt ein bekannter Satz!), daß auch die 
letzte Reihe (5) konvergiert, wo dies mit (2) der Fall ist; denn die 
Konvergenz der erwähnten Reihe hängt ja nur von den entfernteren 
Gliedern ab, und bei hinlänglich großem s ist die Formel (7) für 
jeden endlichen Wert von & anwendbar. | 

Was dagegen die aus (7) erhaltene Formel: 


(8) 2 a,:v(@ +5) = ( oc - 1 ı) pie er dt 
s=0 0 


betrifft, so ist sie im allgemeinen nur für R(x)>0 anwendbar, 
während die entsprechende Integraldarstellung: 


(9) fsoa Na 10g (2) 
1 s=0 


überall da richtig bleibt, wo die Entwicklung (2) einen Sinn hat. 
Nach diesen Bemerkungen gehen wir von der Identität: 
1 
Ar" rn = (x + s) +J(&), 
aus, wo J(x+1)=.J(x) sein muß; wir können daher das endliche 
Integral linker Hand so bestimmen, daß: 


a = Pla + 9) log 6 + 1) = log (FF) v(a+ 5) 


wird, woraus wegen (9) die allgemein gültige Formel: 


(10) A116(z) - [ S@)ar — D’a,: v(@ +3) + J(@) 

1 s=0 
folgt, wo J(&) der Periodizitätsbedingung J(& + 1) = J(x) genügt, 
sonst aber ganz willkürlich angenommen werden darf; damit ist aber 


der folgende Satz bewiesen: 


1) U. Dini, Grundlagen, p. 528. 
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Falls die Partialbruchentwicklung (2) konvergiert, ist es möglich, 


das endliche Integral von G(x) so zu bestimmen, daß: 


(11) Js@as - +'6@) =D a,.v(+9) 


wird, und diese Entwicklung hat einen Sinn außer in den Polen von 
&(x); die weitere aus (11) und (8) fließende Formel: 


(12) sa — 116%) le =; +1) pe Yerrat 


ist im allgemeinen nur für R(x) > 0 anwendbar. 
Als erstes Beispiel setzen wir: 


Ba)= Bla), PM= et 
die Differenzengleichung $ 5, (16): 


AB) = — — 2B(a) 
ergibt dann unmittelbar: 
(13) 4180) = z Ta) — zB) + I), 
und daraus folgt wegen (12): 
[log — log B (3, = — 3 #(a)+ 2 Bla) + Ja) = 


DB. 
ST Sata. 
| e +1 t al N ae 


0 


Um den Wert von J(x) zu bestimmen, setzen wir in (14) «+1 
statt x; die Addition der beiden so erhaltenen Gleichungen ergibt 
dann unter Anwendung bekannter Formeln: 


Io) = lg“, 


Somit finden wir für die Funktion: 


(15) Hi) log Y2x — log B En 2) — 2: %(x) 


die Reihenentwicklung: 


(16) Ho = I Ne +9- a) 
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und den Integralausdruck: 


ai i re 
a7) Boa (Ft 3)igr tb R9>0. 
0 


ne 


Aus (17) ergibt sich die noch einfachere Integraldarstellung: 


(18) H(«+1)— tern (gi — N di, Ra)>—1. 


Als zweites Beispiel betrachten wir die Funktion ie aus (1) 
folgt ohne weiteres, daß: 


(19) Ba) =loga- WW) )- 5 


sein muß. Setzen wir daher der Kürze halber: 


s=w@ 1 
(20) ©() => (v(& +5) — sa) 
oder als bestimmtes Integral: 


3 1% 
(21) D(x) = (en RE 
0 


so ergibt sich aus (19) folgende Identität: 
(22) 41 %(g) = log I(@) + Ba) — 2 Pa) + Ja). 


Eliminiert man aber aus (22) log I'(«) und P(x), indem man 
die Funktionen u(x) und v(x) mittels (1) und der Formel: 


(23) u(x) = log I'(x) — (a 2) log& +32 — log Y2r 
einführt, so erhält man die zu (23) analoge Darstellung: 

(24) 1'1Pa)= X) +(&— 1)lege — x +logyY2r + J(e), 
wo der Kürze halber: 


(25) "X(a) = u(a) +5 vo) + De) 


gesetzt worden ist. Daraus folgt für X(x) die Integraldarstellung: 


(26) X) 4 + il Keen rt Din (+ N etzdt, Ra)>0. 
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Die Funktion X(x) spielt daher, wie aus (23) und (24) deut- 
lich hervorgeht, für die Auswertung von A'1W(«) dieselbe Rolle 
wie u(x) für: 


log I(«) -/ Dx)d. 


Diese Analogie der beiden Funktionen u(z) und X(z) tritt noch 
deutlicher in unseren späteren Untersuchungen $$ 114, 118 hervor. 

Wir bemerken noch, daß die Integraldarstellungen (21) und 
(26) unmittelbar folgende andere: 


er) Bet ta] ee Re>-2 
0 


liefern. 


$ 75. Produkte und Quadrate von ß(x) und P(x) +0. 


Die in $ 50 entwickelte Partialbruchentwicklung gestattet 
uns in einfacher Weise, die in $ 20 betrachteten Produkte zweier 
der Funktionen A(x) und P(x) + C als bestimmte Integrale dar- 
zustellen. 


Erstens gehen wir von der Formelgruppe $ 20, (1), (3), (4): 
(Fa) + 0 Wa) —E — 28a), 
(Fa) + FU -0)+9)-%-Ea)- El), 
1 


BF) + 0) = — BO@) + B@) log 2 +, (2) - 28) 


aus, wo der Kürze halber: 


s=@ 


le ll 


sl 


gesetzt worden ist; es kommt also darauf an, eine Integraldarstellung 
für &(&) zu finden. Zu dem Ende gehen wir von der Potenzreihe: 


1 1 1 1 
ee 
aus und finden so ohne weiteres: 


PB it 1. # = lgi-h 
W=7 ae een 


Nielsen, Theorie der Gammafunktion. 13 
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Daraus folgt wegen $ 50, (2): 
1 
»-1_1)log lt 
Ü) | en, 
0 


Nun ist aber nach $ 68, (7): 


1 
x—1 rs 
2) wu) | et a, 
und somit auch: 
1 
mw. £ log t 
8) Te all De Fr 
0 


woraus ohne weiteres die Integraldarstellungen: 


Re) >0. 


N) > 0 


1 
x—1 a 
(4) (a) + 0)? -/ Ges 1) (@1og 1) —logt) dt, Ra)>0, 
0 


dt 


1 
?/,c—1 —XE 

(5) Fo+OFi-+-| 7 ul Or La 

° 


folgen, wo man also 2 > R(x) > O0 voraussetzen muß. 


Die dritte der oben erwähnten Funktionen B(@)(P(x) + C) kann 
nun auch ohne Mühe als Integral dargestellt werden; der er- 


haltene Ausdruck wird indessen nicht ganz einfach. 


Die andere Formelgruppe $ 20, (5), (7): 


Ba) = FOR) — 2n@), 
Ba)BAl—-a)=n@)+nl—a), 


wo der Kürze halber: 


2 Ne 1 
ee ı 
s=1 


gesetzt worden ist, führt auf die Potenzreihe: 


1 


eg) =log2+(log2—4)-t+ (lg 2-4 +4). # +... 


zurück, aus der: 


MO) = log 2 —_ SE) 


folgt. Somit ergeben sich die Integraldarstellungen: 
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1 
> log 2 — log(1+t 2 
ee el ar, N) > 0, 
0 
1 
Sp alooticrt) aloe 2  loghr 
(7) (B@)) -/ ae B-idt, Ra)> 0, 


0 


© Bol) "(og2 Ns HERE 4, 1>R@)>0, 


von welchen (7) auch als eine unmittelbare Folge der allgemeinen 
Formel $ 46, (6) für das Produkt zweier Integrale der Gattung 
B(x) angesehen werden kann. 

Endlich haben wir noch die Formel $ 20, (8): 

Ba) FAd—-9+0=-—- PM —@)lg2— 5) + 51 — =) 


zu untersuchen, wo der Kürze halber: 


—1 il 
5.(@) PD ee 


a =! 
en 
s=1 


gesetzt worden ist. 
Dieselbe Methode wie vorher liefert hier die Integraldarstellungen: 


1 
Ö) af EHI rar, Ra) > 0, 
0 
1 
(10) af EZ era, Re) > 0, 
0 


1 
(11) Ba Se ee ii, 
0 


wo man in (11) 2>NR(x) >O voraussetzen muß. 
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Kapitel XIV. 
Anwendungen. Reihen für log I(x) und (x). 


$ 76. Verallgemeinerung der Gaußschen Multiplikationsformel. 
Als eine weitere Anwendung der Integralformel von Plana 
$ 73,(M): 
; N Ne i 
(1) log I'‘(x) -/ (@- a a: ) en Rx) > 0 
0 


[0] 


vr 
wollen wir nunmehr eine Verallgemeinerung der in $ 6 für 
I‘(&) entwickelten Multiplikationsformel von Gauß herleiten. Zu 
dem Ende setzen wir in (1) px +E statt ©, wo p und n positive 


ganze Zahlen bedeuten; die Substitution = nz ergibt dann: 


ps > un s —_np2zX—ps2 _,—Nn2 d 
(2) log (px + | le Dr er | =. 
v 
Daraus folgt ohne Mühe: 


s=en—1l 2 


—1 
D' log r(px+#%) -/ er lune nt 20 )) an 
s=( {0} 
(8) Be 
oe pzm, = nern 
rn a [8 
1—e g 


Vertauscht man aber nun in (3) die Zahlen » und p, so wird 
nach einer Subtraktion der beiden so erhaltenen Gleichungen: 


sen-—l r=»— 
D!1og Est. T(nc+ )- 
(a) = „ 
- (npx + ——iu] aan dt J(n) +J(p), 


N) 


wo der Kürze halber für R(x) > 0: 


DES ee N en, 
©) ee —+t@e—e]® 


1—e 


gesetzt worden ist. 
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Die Integralformel $ 51, (2) ergibt unmittelbar: 
f END » 
(6) je dt=log(?), 
0 


so daß uns nur übrig bleibt, den Wert des Integrals J(x) zu be- 
stimmen. 

Zu diesem Zwecke bemerken wir zuerst, daß J(x) eine in x 
analytische Funktion sein muß, falls nur R(x) > 0 vorausgesetzt 
wird; wir denken uns daher für einen Augenblick & reell und positiv. 
Eine Differentiation nach & ergibt, wenn man in das so erhaltene 
Integral t=zx einsetzt, daß JW(x) von x ganz unabhängig. ist. 
Da nun offenbar: 

J(1)=0 
sein muß, so findet man: 
©) Io) =(@-1-K, 
wo K eine noch unbekannte Konstante bedeutet. 

Um nun den Wert von K zu bestimmen, setzen wir in (5) 

x&=2 und erhalten somit wegen (7): 


es Ist aber: 


Demnach folgt: 


[°.) u 2 
K=/( £ ae 
RIP ANEh u Bei 


Somit ergibt sich wegen $ 68, (6): 
K=-— log 227 
Wir haben damit die Formel: 


3 tx et 
d a2 
a et Bere] =u-2)-108V% 
0 


bewiesen, wo NR(x) > 0 vorausgesetzt werden muß. Also ergibt 
sich aus (4) und (6) die Formel: 


sen-l 


2 log Tips + = ae D(n« a =) 3 


r=0 


_ (np« + en log 2 +(n —p)logV2r, 
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aus der ohne weiteres die andere: 


s=-n—1l 
| 2° 
IT bet) June 


On -(@) an 


En) 


hergeleitet werden kann. 

Die Formel (9), welche man Schobloch') verdankt, ist eine 
Verallgemeinerung der Gaußschen Multiplikationsformel für T’(x); 
um diesen Spezialfall zu erhalten, hat man in der Tat in (9) nur 
p=1 zu setzen. 


$ 77T. Reihe von Kummer für log I«). 
Die Integralformel von Plana $ 73, (7): 


(1) log T'(x) IC —- De'+ a = Rx) > 0 
/ 


gestattet uns noch eine von Kummer herrührende merkwürdige 
Reihenentwicklung für log I’(x) herzuleiten. Zu diesem Zwecke 
setzen wir in (1) 1—x statt x. Die Identität: 


log I(&) + log I(1 — x) = log x — log sin m 
ergibt dann ohne weiteres die Integraldarstellung: 


log I'(x) — log x + logsinazz = 


[eo] 
(2) N ee al - N 
1er 1° 
ö 


wo man R(x) <1 voraussetzen muß. Aus der Addition der beiden 
Formeln (1) und (2) ergibt sich aber ohne Mühe: 


21log I'(x) — log + log sin za = 


(8) -f ae, (1—-2n)e' =: 


0 RE > 


De 
nv 


wo O<N(x) <1 vorauszusetzen ist. 


1) Über Beta- und Gammafunktionen, p. 11; Halle 1884. 
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Nach diesen Vorbereitungen wollen wir nunmehr einige ele- 
mentare trigonometrische Reihen entwickeln. Hrstens gehen wir 
von der Identität: 


)  log(i+ en) =D CN +Dgo+isinß + np) 


s+1l 
s=( an 
aus,,die fir -a<p<+nr brauchbar ist. Daraus ergibt sich 
durch beiderseitige Trennung des Reellen und des Imaginären die 
Entwicklung: 
su 5 R 
x 9 __WI (1) sin (s-+-1)p De) 
(5) > sr } a<p<Htn. 
s=(0 


Es bedeute zweitens &« eine endliche und bestimmte reelle oder 
komplexe Größe, dann ist: 


f(p) — pP —_ ep 
eine in p ganze transzendente und ungerade Funktion; sie kann 
daher im Intervalle -— a <gp< + in eine Reihe von der Form: 
(6) er —- er P=asnpg+@sin2p+a,sindp-+t::-- 


entwickelt werden, in der sich die Koeffizienten «, folgendermaßen 
bestimmen lassen: 
+71 


(N) j! (e*P? — e" °P) sin (np)dp = 
Er 


aus der Identität: 
2isinp = dP — e'P 
folgt aber die andere 


2; sin np: (er — 67 2P) mm a . e(® Fri) + DE (a+ni)p__ eari)p _ oe (any 


und daraus wegen (7): 
—]1 n+lgy 
720,= ( 2 — (et — er”). 
an 


Somit ergibt sich ohne weiteres die trigonometrische Reihe: 


Bahn BP, 
8 Li (— 1)’ FE 
( ) 2 gar _ e 7 -5 +1)? + .«? ? 


welche also im Intervalle -— a <gp< + brauchbar ist. 
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Nach diesen Erörterungen setzen wir nunmehr in (5) und (8): 


£ o=(1—-2%)z, 


EI 
oc). 


dann ergeben sich ohne weiteres die beiden Entwicklungen: 
s=@ 
A Der 
As , 
s=1 


(10) ee > sin Re ey 


in welehen man demnach 0 <x<1 voraussetzen muß. 

Führt man nun die Entwicklungen (9) und (10) in (3) ein, so 
darf die so erhaltene unendliche Reihe gliedweise von t=Q bis 
t= 00 integriert werden, weil sie unbedingt konvergent ist. Wir 
erhalten so eine Entwicklung von der Form: 


9) 


(11) 2log I(x) — log ee 4- > - sin (2s7%), 
wo der Kürze halber: 
f an ea dr 
(12) Me a) t 
° 


gesetzt worden ist, und daraus für a, den weiteren Ausdruck: 


1 "/ An’n® 1 \dt 1 a dt 
ee 4 er = ; pr 
(13) u ana f ee En) t one ne 2 ) [7 
0 0 


Aus $ 72,(8) folgt aber, daß der Wert des letzten Integrals 
rechter Hand in (13) die Eulersche Konstante © ist. Somit haben 
wir nur noch das Integral: 


1 a? 1 dt 
an a>o— 
0 


zu bestimmen; es ist aber: 


a? 1 
(ae 0 hasa> Dee) De 


woraus ohne weiteres: 


—h 
fer 
fe 
fer 
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gefolgert werden kann. Somit ist allgemein: 


ee (© + log 2x) + log.n). 


w NT 


Daraus folgt wegen (11) die Entwicklung: 


"I C+lg@m)+legn . 
n=i 


welche mit Zuhilfenahme von (10) noch vereinfacht werden kann, 
so daß sich endlich die gesuchte Formel: 


log I'(x) = ee O+loe2)+(1—x leer lo sinzxc + 
oO 2 Oo fo} 2 g 


+2 en sin (2n%) 


nl: 


(15) 


ergibt. Sie rührt von Kummer!) her und ist also für O<x<1 
richtig; der oben gegebene Beweis ist von Schlömilch?). 

Die Formel (15) ist später in anderer Weise von Gilbert?), 
Schläflit), Schlömilch’), Hardy®) und Landsberg”) bewiesen 
worden. 

Kummer°) hat mit Zuhilfenahme von (15) einen Beweis der 
Gaußschen Multiplikationsformel für I’(z) geliefert. Dieser Be- 
weis läßt die Gaußsche Formel für I'(x), wie man leicht sieht, als 
eine einfache Folgerung der ähnlichen Formel $ 6, (4) für sin x her- 


vorgehen und ist daher sehr interessant. 
Setzt man in (15) & -, so ergibt sich wegen $ 54, (3) die 
numerische Identität: 


1 Fe 
1 1 — ost 
(16) Is (0 Slog2)+logr +2. = an ), 
n s=0 


1) Journal für Mathematik, Bd. 35, p. 1—4; 1847. 

2) Kompendium der höheren Analysis, Bd. II, p. 259—260; 1879. 

3) Recherches sur le developpement de la fonction T', p. 31. Me&moires 
de Bruxelles, Bd. 41; 1875. 

4) Über die zwei Heineschen Kugelfunktionen (Anhang); Bern 1881. 

5) Zeitschrift für Mathematik und Physik, Bd. 7, p. 262—264; 1862. 

6) Messenger, (2) Bd. 31, p. 831—33; 1901. 

7) M&moires Couronnes de Belg., Bd. 55; 1897, 

8) loc. eit, 
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$ 78. Reihe von Lerch für P(x)- sin zn. 


Da die Funktion P(z) in x=0 einen einfachen Pol hat, ist 
sie im Intervalle O<?t<1 nicht integrierbar; somit kann sie auch 
nicht wie ihr Integral log I‘(x) in eine trigonometrische Reihe ent- 
wickelt werden. Dagegen besitzt die Funktion P(x)- sin xx offen- 
bar diese Eigenschaft. 

Die Koeffizienten der trigonometrischen Reihe für P(x)- sin w« 
können ohne Mühe mittels der Formel $ 77, (14) bestimmt werden. 
Zu diesem Zwecke müssen wir aber vor allem die Funktion log sin z« 
näher untersuchen, was mittels $ 77, (4) geschehen kann. Setzt 
man nämlich in dieser Formel 22% — x statt p so ergibt sich die 
Entwieklung: 


(1) log sin ax = — log 2 > nn Vz 


s=1 


Daraus fließen ohne Mühe die Integralformeln: 


‚Fos sinzx- sin (2nna)de=0, 
< 0 
(2) i 


f1og sin rn - sin (2n+ 1)zxda = ZB 


(2 n+1)m ’ 


‚Fros sin zz - cos (2nza)da = — = 
0 
(3) 
[ log sin ax : cos (2n + 1)nede = 0, 
o 
wo n eine solche ganze Zahl bedeutet, daß sowohl 2» als 2n +1 


positiv sind. Speziell findet man aus (1) die in $ 55, (10) bewiesene 
Formel von Euler: 


1 
(4) ‚Fos sin nede = — log 2. 
0 


Mit Zuhilfenahme dieser Formeln ergeben sich dann ohne wei- 
teres aus $ 77, (14) die ähnlichen: 
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1 
. log (2 
‚Ss T(x) : sin (2naa)de = fu a d 
(N) 


(5) 


1 
. log (2 
‚Ss T‘(x) - sin (2n + 1)axda = ne 
ö 


1 
Pos T'(x) : cos (2nna)dı = Fi 5 
) 
(6) . 
el log I'(&) : cos 2n + 1)axde = 0; 
0 


hier sind 2n und 2%» +1 ebenfalls als positive ganze Zahlen an- 
zusehen. Speziell findet man den folgenden Spezialfall der Formel 
von Raabe $ 34, (17): 


1 
(7) ‚Fos T(a)dz = log Y2n. 
0 


Weiter liefern die elementaren Identitäten: 


1 

sin m sinne = (cos n — xx — cos mn + )xx), 
R Ta: | 

sin m% COSnT =, (sin n + xx — sin n — Ir%) 


durch partielle Integration das Formelpaar: 
1 il 
= ara) sinzw-sinnnedae=(n—1) Pos I‘(«)- sin(n— 1)axdx — 
0 a 0) 
—(n+1) [10 I'(z) sin (n + l)axde, 
0 
1 1 
= ‚Sr@sin na. cosnnada=(n—1) fiog I): cos (n — 1) aadx — 
0 0 


1 
—(n+)) [10 I‘(z) - cos (n + 1)axxdz, 
0 


wo n ganz und größer als 1 angenommen werden muß. Speziell 
findet man: 
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il 1 
wo sin nede = — ‚fios I&)  cosnzde, 
0 0 
al 1 
Sean ne),de = — x [ 1og I‘(x) - sin 2rz)de, 
0 0 


1 ıl 
IE sin zz cos ned = — x [ 1os T'‘(z) - cos (2xa)d«. 
0) 0 


Aus (5) findet man daher für positive ganze n: 


1 
u (x) sinxz- sin (2nze)de =, 
0 
(8) i 
Ivo sin zz sin(2n + l)anade = > l 
0 


5 N 
5 +1 
und aus (6) für positive ganze n, die größer als 1 sind: 

1 
(9) ii V(x) sinaw. cosnnade=0. 
0 


Weiter findet man speziell: 


1 
(10) ii V(7)sinnede=0, 
0 


1 
an fra) Ginauran- 1 (O+1og a), 
ö 
1 
(12) (wo) sin na - coonıda = — Zi 
9 


Aus diesen Integralformeln ergibt sich aber ohne weiteres die 


trigonometrische Reihenentwicklung: 
(x). sinnc+ = cos ac + (Ü + log (2m)) sin xx = 
(13) =“ j 
= D’ log (Hr) sin (2s + 1)zx, ra 
s=1 
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welche man Lerch!) verdankt; der oben gegebene Beweis ist von 
Hermite?) angedeutet worden. 


$ 79. Die Stirlingsche Reihe für log I'(z). 


Um eine noch wichtigere Entwicklung für jede der Funktionen 
u(z) und v(x) zu erhalten, gehen wir von den Formeln $ 70, 


(20), (21): 
@ ua) = -[ a 


1 TS 
(2) 7) 75 a a 
0 


aus, in denen: 
sin ! sat) 
At) = 7 
s=1 


ist. Wir setzen allgemein, indem #» eine positive ganze Zahl be- 
deutet: 


(3) Ay, > sin (2smt) 


(252) 122 


(&) m, >; en 


woraus speziell folgt: 


A)=240). 


Aus den Definitionen (3) und (4) folgert man nun unmittel- 
bar durch partielle Integration, gab: 


©) ! Add = My), 


©) f Mddt- A, 
{ 

1) Comptes rendus, Bd. 119, p. 725—728; 1894. Rozpravy, Bd. 3, Nr. 28 
(böhmisch); 1894. Bulletin de l’Acad. Francois Joseph Bd. 1, p. 1-4; 1895. 
Monatshefte für Mathematik und Physik, Bd. 8, p. 189—192; 1897. 

2) Bull. de l’Acad. Frangois Joseph, Bd. 1, p. 5—6; 1895. 
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sein muß, wobei in (5) für p> 2: 


il 1 1 
,=-4+ts+3+ 


Sy2 


zu setzen ist; nun ist aber wegen $ 18, (9): 


E71 B, 


(am? (2912? 


wo B, die »' Bernoullische Zahl bedeutet. Somit läßt sich (5) auch 
folgendermaßen darstellen : 
t 
I, 
@ SArı Wat er Mr): 
v 

Nach diesen Erörterungen wenden wir auf (1) und (2) wieder- 
holentlich die partielle Integration an. Da die Resultate der so aus- 
geführten Integrationen sämtlich an der Grenze t— 00 verschwinden, 
so fließen aus (6) und (7), wenn wir die partielle Integration 2»-mal 
anwenden, die Formeln: 


° 
S—=N— 


a — D’Bs+1 n an, at 
(3) u(®) == @s+1)@s+ 2) ee. kel2Rr= en Gta?n 


SN— 


” en Bs+1 1 3 2M,„Üdt. 
(9) v(&) er 232 rt 1) anf ayarrı 


eine nochmalige partielle Integration liefert dann die ähnlichen 
Formeln: 


SZN— 


ya Br = /? e 
(10) u(a) I a eo elle 


+Y@s+2%) Moe 
er Bs 2n 
are) Ban. A namen tie 


Es leuchtet ein, daß die Formeln (9) und (11) aus (8) bzw. 
(10) durch Differentiation nach x erhalten werden können, und daß 
alle vier Formeln für willkürliche Werte von x, die nicht Null 
oder negativ reell sind, richtig bleiben. 

Wir setzen nunmehr: 


0200, ned 20m 


Kapitel XIV. Anwendungen. Reihen für log I’(«) und #(z). $ 79. 207 


wo der absolute Wert von o sehr groß ist, und wollen die in (8) 
und (9) vorkommenden Restintegrale: 


R,(@) = (20 — nf 


2M, „(dt 
ra 


Ru) = an) 2 Matadt 


v (+ ar 


näher untersuchen. Zu dem Ende bemerken wir, daß für reelle und 
nicht negative #: 


It +0 cos 8 — ig sin 0]3= (t + 0)°— dot sin? ? > (t+ 0)? cos? I 


sein muß, denn es ist ja offenbar (£+ o)’>4te. Somit ergibt sich 
die für die folgende Untersuchung fundamentale Ungleichung: 


(12) lö+ 0@°|> (+ 0) cos I 


Aus (10) und (11) finden wir nun vermöge der Definitionen 
von R,(x) und R,(x) weiter, daß: 


(13) R,(@) = (2n+]1) f 


2Mean+2( (0) — 2 Men +2(f) dt, 


(t r ajar+? 
i 2 2 M2n+2(0)— 2 Man+2 
(14) ni) = en+ 91 tar 
sein muß. Da nun für reelle £ immer: 
M; „+3(0) — N...) >= (0) 


ist, so fließen aus (13) und (14) wegen (12) folgende andere Un- 
gleichungen: 


RE no), 


(et 
Ra en 


2n+3 
(os) 


Setzt man nun in (8) und (9) @=e und n+1 statt n, so 
findet man: 
Ba+1 Ba+1 
R $ 
Shan a 


' Ba+1 R Ba+ı 
R i RB. ee 
„(0) (en az gJodrt3 Sr (0) > (en ve 2)o 2n+2 


(15) 


(16) 
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Daraus folgen wegen (15) und (16) die beiden Majorantwerte: 


\ Br+i 
a Ro er 
(2n + 1)(2n + 2)0 (vos 5) 
’ Bn+1 
le in 
(18) (an + 2)?" *?(cos 3) “> 


Aus (8) und (9) folgt dann ohne weiteres, daß: 


s=n—1 
lım ee WB = 2 ler 
l2|=® u() Deren ri [2] = 0, 
s=n—l 


lım Iv(a) DR Y (— 2)’ Bs +1 ala ı 
Ba 2% 2 2st2 z2+2 
s= 


ist. Somit haben wir entsprechend der von Poincare!) eingeführten 
Definition einer asymptotischen Reihe folgenden Satz bewiesen: 


Setzt man = |xle®, wo -— a <0 <+n anzunehmen ist, so 
gelten die beiden asymptolischen Entwicklungen: 


sen—l 


19 INN FRre 
2 in Da D@s+2) „art 
s—=n—1 
r 1 Ss 
20 N (— 1) Bs+1 ‚ 1 5 
( ) v(«) 2% 292 2s+2 at? 


Die Reihe (19) ist die sogenannte Stirlingsche Reihe?), welche 
eine ganze Literatur hervorgerufen hat; wir erwähnen z. B. Arbeiten 
von Binet?), Lipschitz*), Malmsten®), Schaar®), Limbourg’), 
Sonin®), Landsberg”) und Mellin'®). 


1) Acta Mathematica, Bd. 8, p. 297; 1886. 

2) Methodus differentialis, p. 135; 1730. Stirling gibt die asymptotische 
Reihe für log [a(a + 1): -(a+ n — 1)], für sehr große n. 

3) Journal de l’Ecole Polytechnique, cahier 27; 1839. 

4) Journal für Mathematik, Bd. 56, p. 11—26; 1859. 

5) Ebenda, Bd. 35, p. 55—82; 1847. 

6) M&moires Couronnes de Bruxelles, Bd. 22; 1846. 

7) M&moires de Belgiques; 1873. 

8) Comptes rendus, Bd. 108, p. 725—727; 1889. Annales de l’Ecole Nor- 
male, (3) Bd. 6, p. 257—262; 1889. 

9) M&moires Couronnes de Bruxelles, Bd. 55; 1897. 

10) Acta Mathematica, Bd. 25, p. 171; 1902. 
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Der oben gegebene Beweis ist schon von Gilbert!) angegeben 
worden. Der Nachweis der vollen Allgemeingültigkeit der Reihe (19) 


rührt indessen von Stiltjes?) her; früher hat man nur die An- 
TU 


wendbarkeit dieser Formel für — E <d<+ = gekannt. Wir haben 


die Reihen (19) und (20) in $ 117 noch von einem andern Gesichts- 
punkte aus zu untersuchen. 

Hinsichtlich der Funktionen u(z) und v(x) selbst bemerken 
wir, daß die Formeln (1) und (2) durch partielle Integration die 
Gleichungen (13) und (14) liefern, wenn wir dort n = 0 setzen und 


Bu) ul), Bra) = vie) —;, 


einführen. Wir finden somit den Satz von Stiltjes?): 
Unter denselben Voraussetzungen wie vorher ist für hinlänglich 
große .Q: 


en (ee) |< — 


9° 
120 cos? — 
g C0S 2 


1 


U) 1 | 
(22) 2 20€ 5 120? cos® 2 
Aus den Ungleichungen (21), (22) folgt aber unmittelbar die 
Formel $ 36, (3) und der Satz in $ 37. 
Hinsichtlich der Anwendungen der Stirlingschen Reihe bemerken 
wir, daß Degen?) log (n!) vonn=1 bis n= 100 auf 18 Dezimal- 
stellen berechnet hat. 


Kapitel XV. 
Die Funktionen P,(x) und Qu). 


$ 80. Integraldarstellungen. Genre von Q,(«). 


Bei unserer Bestimmung des zweiten Eulerschen Integrals haben 
wir schon in $ 57, (4) die Funktion P(x) als bestimmtes Integral 
dargestellt; allgemeiner finden wir in ähnlicher Weise die Formel: 


1) M&moires de Belgiques, Bd. 41; 1875. 

2) Journal de Mathematiques, (4) Bd. 5, p. 436; 1889. 

3) loc. eit. p. 433. 

4) Tabularum ad faciliorem et breviorem probabilitatis computationem 
utilium enneas. Kopenhagen 1824. 


Nielsen, 'I'heorie der Gammafunktion. 14 
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A) P,@)-fet-tat, Ra) > 0. 


Führt man nämlich statt e”' die gewöhnliche Potenzreihe ein, so 
darf man offenbar gliedweise integrieren; somit findet man un- 
mittelbar die Reihenentwicklung $ 9, (1) wieder. 

Nachdem die Integraldarstellung (1) für P,(x) gefunden worden, 
ergibt sich unmittelbar aus dem zweiten Eulerschen Integrale für 
die komplementäre Funktion: 


Q.(2) = Ta) — P.(@) 


die ähnliche Darstellung: 
(2) 0.9) feat, 


wo a eine von Null verschiedene Größe bedeutet, während der 
Integrationsweg ganz willkürlich angenommen werden kann; nur 
darf dieser Weg nicht den Punkt = 0 umschlingen oder durch 
ihn hindurchgehen, und für überaus große Werte von |t| muß 
immer N(t) > 0 angenommen werden. 

Die Integraldarstellung (2) kann sehr leicht umgestaltet werden. 
Setzt man nämlich in dieser Formel {=az2-+.a, so erhält man 
ohne weiteres: 


(8) fe=a + 2) 1de = @a®Q,(R), 


wo der Integrationsweg mit der Achse der positiven Zahlen zu- 
sammenfällt und N(a) > 0 vorausgesetzt werden muß; denn die 
Richtigkeit der Formel (3) ist für reelle und positive « einleuchtend, 
ferner sind die beiden Seiten dieser Formeln in a analytische 
Funktionen, falls R(a) > O0 angenommen wird. 

Mellin!) hat eine andere Integralformel angegeben; um diese 
Darstellung herzuleiten, setzen wir in (2) 1— x statt x und wenden 
die Formel $ 61, (7): 

en Brad 


PT Te), ‚ R@)>0 


an; dann wird offenbar: 


1) Lindhagen, Dissertation p. 33; Stockholm 1837. 
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T@)Q,1-2) = rat fenr- 'd2. 
a (0) 
Denken wir uns hier für einen Augenblick a und x positiv, 
so darf die Integrationsfolge vertauscht werden'). Somit ergibt sich 
die Formel: 


4) 7. er@Q,Al-0)- [ nn de, Rla)>0, Ra)>0. 


0) 
Für die Koeffizienten der beständig konvergierenden Potenzreihe: 


) 9,2) = 9,(a) + (a) + g(a)a®+g,(a)a® +: -- 
findet man mittels (2) den allgemeinen Ausdruck: 


je} 


(6) nf og rat 


oder auch durch partielle Integration: 


m 


—w ] g n+1 1 %% R 
(7) EA) 2 = n —e ea fe : (log tr tidt. 


[24 


Aus diesen Ausdrücken der Koeffizienten q,(@) ersieht man, 
daß die Untersuchungen von Hadamard?) über die absoluten Werte 
der Nullstellen der Riemannschen Funktion 8(x) beinahe wortgetreu 
auf unsere Funktion Q,(x) übertragen werden können. Es gilt also 
der Satz: 

Die in x ganze transzendente Funktion Q,(x) ist vom Genre 1. 


$ 81. Über die Gleichung Q,(2) = 0 für positive a. 


Was die Nullstellen von Q,(x) betrifft, wo a als positiv anzusehen 
ist, so ergibt die Integraldarstellung $ 80, (2), für reelle x, Q, (2) >0; 
daraus folgt der Satz: 

Für positive a kann die Funktion Q,(&) keine reelle Nullstelle 
besitzen. 

Lindhagen?) hat außerdem bewiesen, daß die Funktion Q(x) 
(für «— 1) keine Nullstelle © haben kann, für die R(o) <1 ist; 
der Beweis von Lindhagen ergibt den noch allgemeineren Satz: 


1) Stolz, Grundzüge der Differential- und Integralrechnung, Bd. III, p. 18. 
2) Journal de Mathematiques, (4) Bd. 9, p. 210ff.; 1893. 
3) Dissertation, p. 36; Stockholm 1887. 

14% 
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Für positive a kann die Funktion Q,(x) keine Nullstelle © be- 
sitzen, welche der Ungleichung R(o) < «a Grenüge leistet. 

Um diesen Satz zu beweisen, setzen wir in der Integraldefinition 
$ 80, (2) t= ae’ und erhalten folgende andere Formel: 


a) [er terde, 


es sei nüun 0=«-+iß, wo « und ß reell sind, eine komplexe 
Nullstelle für Q,(&), dann ist wegen (1): 


ee] 


(2) Jere cos(ßz)dz — 0, 

0 
(3) fe e* sin(ßz)dz = 0. 

0 

Hier kann man offenbar ß als positiv annehmen; die Substitution 
zß =t ergibt dann wegen (3), daß: 
2 te 
(4) Je "e* sinzdz = 0 
v 


sein muß. Daraus folgt ohne weiteres: 


nor @ntl)z £ ta @n+2)z ti ta =) 
BB Eye 
e* e snzde+fle*" e sn2dz =0O 
n—0 L 9 @n-+1)z 


oder, was offenbar dasselbe ist: 


nun Antln ta + (+m)e 
BB 
(5) > ii G ee ) in ade = 0, 
n=0 dar 


Die Gleichung (5) ist aber offenbar unmöglich, wenn die 
Funktion: 
HOE- er ad gta 
für positive ? mit i zugleich abnimmt, d. h. wenn fÜ)(t) immer negativ 
ist, denn f(t) ist ja eine in £ kontinuierliche Funktion. Nun findet 
man ohne Mühe: 


fö(l) = er ter(a — ae); 
daraus geht deutlich hervor, daß f®(f) für jedes positive ? negativ 


sein muß, wenn nur «<a angenommen wird. Damit ist unser 
Satz bewiesen. 
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$ 82. Die Reihenentwicklung von Hermite. 


Es ist bisher nicht gelungen, außer dem Integrale des vorigen 
Paragraphen für die ganze transzendente Funktion Q,(x) eine wirklich 
einfache Darstellung zu finden; indessen hat Hermite!) für unsere 
Funktion eine bemerkenswerte Entwicklung geliefert, welche fol- 
gendermaßen gefunden worden ist. 


Setzt man: 
a+n-+1 


= ltr tdt, 
wo n eine ganze, nicht negative Zahl bedeutet, so wird offenbar 
wegen $ 80, (2): 
(1) ER H+tAr: tat 
Um das Teilintegral Q, umzuformen, setzt man a+n-+2=!t; daraus 
folgt: } 


n BaLane z—1 
(2) Q, = lan teer fe (1 ee dz. 


Weiter macht man hinsichtlich « die beiden Voraussetzungen, 
daß für alle in Betracht kommenden n: 
(3) a+n >1, Ra+n)>oO 


sein soll; somit ergibt die Binomialformel wegen (2): 


R ig-tstn) SILCHN 1 
( er re Da (a + m)’ ( s ): 
wo P(x)=P,(x) zu setzen ist. 
Führt man demnach die Ausdrücke (4) in (1) ein, so ergibt sich 
eine Doppelreihe, deren einzelne Horizontal- und Vertikalreihen unter 
den Voraussetzungen (3) wie Potenzreihen konvergieren, so daß es 


erlaubt ist, die Glieder unserer Doppelreihe nach den Binomial- 


koeffizienten (a) zu ordnen; setzt man daher der Kürze halber: 


(5) IR DI U 
so entsteht die Formel von Hermite: 


(6) a) =D Pn+DR,@-n)-(@ 5) 


1) Journal für Mathematik, Bd. 90, p. 332—338; 1881. 
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welche also unter den Bedingungen (3) für jeden endlichen Wert 
von & richtig bleibt. 

Die Zahlenkoeffizienten P(n + 1) lassen sich mittels der 
Formeln in $ 10 ausdrücken; man findet nämlich aus $ 10, (4) für 
a=1: 


s—=@ 


il n! 
M) er Dainese 


oder, was dasselbe ist: 
(8) Pa+1)=-n!(1-, SS) 
s—=0 
Wünscht man noch die Funktion Q(x) (also Q,(2) für a—=1) 
auszudrücken, so hat man die Identität: 
9.8) — 9a) = Pia) — P.@) 


und daraus wegen (6): 


NR 


9) 9a) = Pd) - Pa) + N Pa+DR«@-n): (7). 


n—V 


$ 835. Die Reihenentwicklung von Mellin. 


Mellin!) hat durch eine leichte Änderung der oben angewandten 
Methode von Hermite die Differenz P,(x) — P(x) rechter Hand in 
$ 82, (9) weggeschafft, und zwar mittels einer anderen Transfor- 
mation des Teilintegrals ®, in $ 82, (2). 

Mellin setzt nämlich in Q, at+n+1-z=t und findet ı 
somit ohne Mühe: 

1 


1) Q,=(aHn-1j-‘e rar) fe (1 — a) de 
so daß die Bedingungen $ 82, (3): 
a+n]j>1 Rıa+n)>oO 
nur von a=] an notwendig sind. Dieselbe Methode wie vorher 
liefert dann die $ 82, (6) ähnliche Formel: 


s=@ 


Ad -DI-MEC+YRu@-9)-(), 


s—=0 


1) Acta Mathematica, Bd. 2, p, 231—232; 1883, 
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wo der Kürze halber: 
1 


(3) Bao) [e-1-1at, Ra)> 0 


gesetzt worden ist. 
Die so definierte Funktion ®(x) ist zu P(x) analog; man findet 
in der Tat aus (3) die Partialbruchentwicklung: 


sS—=@ 


1 1 
(4) PB(@) IN ı at® 
s=0 
während eine partielle Integration die Differenzengleichung: 


(8) Pa+b)=e-x. Be) 


liefert, aus der ohne Mühe die Fakultätenreihenentwicklung: 


sS=o» 


ir 
(9) Ze Dar ya 


s—=() 


hergeleitet werden kann; diese Entwicklung (6) ist offenbar in der 
ganzen x-Ebene, außer in den Polen von ®(x), konvergent. 

Aus (6) findet man weiter für den in (2) vorkommenden all- 
gemeinen Koeffizienten B(n + 1) die Ausdrücke: 


N 


+ I Din! 
m Bat )=e. Darm 


s=( 


sen 


= 1) n 
Desse 


- S=0 


(8) Pır+tD)=n! 


(as) 


Setzt man endlich in (2) «=1, was ja erlaubt ist, und 
außerdem der Kürze halber: 


s—=a@ 


Ra) = Ra) = De 464 97-1, 


s=0 
so gelangt man zu der Formel von Mellin: 


s—=o@ 


(9) A)-D-VBE+ DR@-9-7), 


die viel bequemer ist als die von Hermite, weil sie nicht den 
Parameter a enthält, und weil darin die Funktion P,(x) nicht vor- 
kommt. 
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$ 84. Kettenbruch von Legendre. 


Schon Legendre hat gezeigt, daß es möglich ist, die Funktion 
Q,(&) in einen Kettenbruch von einfacher Form zu entwickeln. Um- 
. diese Darstellung herzuleiten, gehen wir von dem bestimmten Integrale: 


(1) Ue)=Je'tr(i+Hd, RKa)>0, A)>—1 

0 
aus, das als eine Verallgemeinerung des in $ 80, (4) vorkommenden 
angesehen werden kann. In der Tat ist: 


(2) Dehio) =e Ti) d, Le) 
Eine partielle Integration ergibt nun wegen (1) die Formel: 
9 adrrrela) = (+ Urt) + gUrtn0-HA), 


indem man zuerst v + 1 statt v setzt. Daraus folgt nach einer ein- 
fachen Umformung: 


ers: r“ Pe 
U”%(a) h 
(4) u untlele) 

Ua u) 


weiter ergibt die offenbare Identität: 
Pr’ Hort HN — rl + )ent 
gemäß (1) die folgende Rekursionsformel: 
Dr H(a) = Urrnela) — Urtsemila); 
aus (4) folgt dann: 


red ne 
U” (a) e z 
(8) : Bon 


DEN ZNg 


woraus die formale Entwicklung des Kettenbruches deutlich hervorgeht. 
In unserem durch (2) definierten speziellen Falle ist nun: 


Um!) _TaHYa- m) an. 
D1in TIoQA—a)  Gla) 


daraus folgt wegen $ 9, (5): 
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setzt man demnach in (5) o=— 1 und 1— x statt x, so erhält man 
folgende in etwas anderer Form von Legendre!) gegebene Ketten- 
bruchentwicklung: 


Q, (2) 7 F5 3 e , 
er 1 = % 
1+— - 
(6) 7 -- en 3% 
\ a 3—% 
ungern 


die für positive a und reelle x sicher konvergiert. Es leuchtet ein, 
daß auch das in $ 80, (3) vorkommende Integral als ein Spezialfall 
von (1) angesehen werden kann; dadurch findet man die Formel (6) 
wieder. 

Der Kettenbruch (6) bricht von selbst ab, wenn x eine positive 
ganze Zahl bedeutet, was ja mit der Formel $ 10, (7) in Einklang 
steht. 

Endlich bemerken wir noch, daß der Kettenbruch (5) offenbar 
dem von Gauß?) angegebenen ähnlich ist; es ist indessen be- 
merkenswert, daß U”*°(x) in eine asymptotische Reihe entwickelt 
werden kann, die man erhält, indem man in (1) die Entwicklung: 


ar 14h erh)er+, el<i 
einführt und dann gliedweise integriert. Dadurch findet man in 


der Tat: 


te 
U”°(a) SS ek Ei A 


s=0 


wo die Reihe rechter Hand mit der divergierenden hypergeometri- 
schen Reihe: 

1 . 1 
(7) a ol 
zusammenfällt; wendet man aber auf die illegitime Entwicklung (7) 
die Formeln von Gauß nur formell an, so ergibt sich eben die 
Kettenbruchentwicklung (5). 


1) Traite des fonctions elliptiques et des integrales Euleriennes, Bd. II, 
p: 509; Paris 1826. 

2) Comment. Gotting., Bd. 2, p. 13ff.; 1812, Werke, Bd. III, p. 134ff, 
Deutsche Ausgabe, p. 20ff. 
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$ 85. Kettenbrüche von Schlömilch und J. Tannery. 
Aus $ 80, (1), (2) folgen für die Funktionen: 


f(a) = ea" P,(a), g(a) = eta”*Q,() 
unmittelbar die Darstellungen: 


je} 


(a) = era” fere-rat, 9(a) == ea fe-rat 


x 
v [2 


und daraus durch Differentiation nach a: 


(1) af®(a)+(@—-a)fla)=1, 
(2) agi(a) + (e- )gla) = — 1 
oder, was offenbar dasselbe ist: 
1 
f(a) = TENERN 
(3) f%a) 
z—a-+ta Ta 
il 
I\a ; 
(4) “ ee ee 
g(a) 


differentiiert man aber die beiden Formeln (1) und (2) noch »-mal, 
so ergeben sich die allgemeineren Rekursionsformeln: 


fa). ee NE 
(5) era) erw: 
ze tn—a+ta: Foren 
BUS BEN f 
(6) da get dla)’ 


x — nN—a-+4 le NE 
| CH 


somit erhält man unter Anwendung von (8) und (5) den Ketten- 
bruch von Schlömileh?): 


a +1— a4 — Ste 
cs +2 —a- 


+3 —a+.. 


der für positive a und reelle x sicher konvergiert. 


1) Zeitschrift für Math. und Physik, Bd 16, p. 261—262; 1871. 
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In ähnlicher Weise folgt für die komplementäre Funktion aus 
(4) und (6) die entsprechende Entwicklung: 


4, % 
[47 


[e@- - Br ER 


a— x + —— 


"| la Su u, 


ren 4:4 
Be re RE RNEErL 
4 nen 


Wir bemerken noch, daß J. Tannery') für Q(x) die andere 
Entwicklung: 


N er 
(9) 2 2a om 
; . Den 
8 ae 


6 x 


gefunden hat, die sicher für reelle & ebenfalls konvergiert. Da 
indessen sowohl die Herleitung des Kettenbruches wie der Beweis 
seiner Konvergenz nicht gerade einfach sind, müssen wir uns darauf 
beschränken, auf die Arbeit von Tannery selbst hinzuweisen. 


Kapitel XVI. 
Die Umkehrprobleme von Mellin. 


S 86. Das erste Umkehrproblem. 


Mellin hat neuerdings zwei merkwürdige Reziprozitätsgesetze 
gefunden, die nach einer gründlicheren Vertiefung sicher die Zahl 
der durch Gammafunktionen ausdrückbaren Integrale beträchtlich 
vermehren werden. 

Mellin betrachtet als Verallgemeinerung der Gammafunktion 
eine Funktion F'(z), welche folgender Bedingung genügt: 

In der Ebene der komplexen Veränderlichen z=u-+iv kann 
ein zur imaginären Achse paralleler Streifen so bestimmt werden, 
daß sich F(z) in der Umgebung jeder endlichen Stelle im Innern 
und auf der Begrenzung des Streifens regulär verhält und für hin- 
reichend große, demselben Bereiche angehörende Werte auf die Form; 


6) IF(@)]= er?! f(w,v) 


1) Comptes rendus, Bd. 94, p. 1698—1701, Bd, 95, p. 75; 1882, 


220 Zweiter Teil. Bestimmte Integrale. 


gebracht werden kann, wo ö eine positive Konstante bedeutet, 
während /(v, v) eine positive Funktion der reellen Veränderlichen 
« und ® bezeichnet, so daß es möglich ist, eine beliebig kleine 
positive Zahl & zu bestimmen, für welche: 
@) ie. flu, 0) 
stets endlich bleibt, wie groß auch |v| angenommen werden mag. 
Die Formel von Pincherle $ 38, (5) zeigt dann deutlich, daß 
Iz) ein Spezialfall der allgemeinen Funktion F'(z) sein muß. 
Wir betrachten nun das Integral: 
atio 
(3) D(x) — ne [F@a-:as, 
für das der Integrationsweg eine unbegrenzte, in dem obengenannten 
Streifen e <u<ß gelegene gerade Linie ist und setzen: 
2—= |x|- e°; 
wir haben danach zu beweisen, daß unser Integral ®(x) in dem 
durch die Ungleichungen: 
(4) —0+22e<9<+0d—2: 
definierten Bereiche gleichmäßig konvergiert, wenn eventuell kleine 
Umgebungen der Stellen «—= (0 und &—= oo ausgeschlossen werden. 
Zu diesem Zwecke setzen wir 2=4q@--iv; aus der Definition: 
2’ — e »(og|x| +i6) 
folgt dann: 
Ka EN 
daraus aber wegen (1), (2) und (4): 
(6) 3 F@a1<lafee®t.fla 9), 


wo also f(a, v) von x unabhängig ist. 
In der unendlichen Reihe: 


ae a+(n+1)i 
N il 
(6) ©(x) EN er: F@aas 
n—=—o atni 


sind die absoluten Beträge der einzelnen Glieder demnach nicht 
größer als die entsprechenden Glieder der anderen Reihe: 


nt» ni +w 


(7) I 1a [ee fan)ao- ae feet „er®lolf(a,v)av; 


nz=—@ 
n —o 


das Integral rechter Hand in (7) hat aber einen endlichen und be- 
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stimmten Wert, und somit ist die Reihe (6) in x gleichmäßig kon- 
vergent, wenn eventuell die Stellen x = 0 und x = ausgeschlossen 
werden. 

Da nun die Glieder der unendlichen Reihe rechter Hand in (6), 
die Stellen = (0 und x = oo eventuell ausgenommen, in x mono- 
gene Funktionen sind, so ist (x) selbst einem bekannten Satze 
zufolge, wenn die Bedingung (4) erfüllt ist, eine in © analytische 
Funktion. 

Wendet man weiter den Integralsatz von Öauchy an, so 
leuchtet ein, daß das Integral (3) für jeden Wert von a, für den 
@e<a<Pß ist, dieselbe Funktion von x darstellen muß. Bedeutet 
nämlich R die Begrenzung eines Rechteckes, das vollständig in dem 
durch die Ungleichungen « <u< ß bestimmten Streifen liegt, so 
verschwinden die Integrale längs der unendlich fernen, zur Achse 
der reellen Zahlen parallelen Seiten. Da also a in (7) willkürlich 
angenommen werden kann, wenn nur «<a<ß angenommen wird, 
so ergibt die Formel (7) den Grenzwert: 


(8) im o(@))=0, a<k<ß. 


2=® 


Aus (8) folgert man nun weiter, daß das bestimmte Integral: 
(9) 1-[0@)a-1de 
fi 


einen Sinn hat, wenn z= u + iv und « <u< ß angenommen wird. 
Um den Wert von J zu berechnen, setzt man: 


1 6) 
7-/ D(2)0’ "dk + o@)ar-1a, 
0) 1 


und daraus folgt wegen (3): 


il atia > Ptir 
1 
J= — far=taz [rosa je Saar [roear. 
0 a—i® 1 P—i» 


Aus der gleichmäßigen Konvergenz der Reihe (6) schließt man, 
daß es erlaubt ist, die obigen zweimaligen Integrationen zu ver- 
tauschen, und man findet so: 

B+ie ati 
er a an. 


2mi t—% 2 mi 3 ’ 
pi» a— in 
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daraus ergibt sich, wenn R die Begrenzung des obenerwähnten 
Rechteckes bedeutet: 


La 20) 
J= an t—2 di= Flo), 


denn die beiden Integrale längs der unendlich fernen Seiten von R 
verschwinden wie zuvor; damit haben wir aber das erste Rezipro- 
zitätsgesetz von Mellin!) bewiesen: 

Für jede Funktion F(z), welche der obenerwähnten Bedingung 
Genüge leistet, gilt die Umkehrformel: 


© a-tiw 
(10) F%@= 3 fo 1az [rosa 
0 a—i® 
oder in zwei Gleichungen geschrieben: 
a+tiw 
A) o@= a Liz di, Flo) -[o@r ige. 


$S 87. Das zweite Umkehrproblem. 

Mellin hat ein ähnliches Reziprozitätsgesetz auch für die 
Funktion ®(x) aufgestellt, falls diese Funktion folgender Bedingung 
genügt: 

®(x) ist eine im Bereiche: 

(1) — 6 <A<HbS, = |e|e®, 

eventuell mit Ausnahme der Werte = 0 und x = ©, sich überall 
regulär verhaltende Funktion, welche die Ungleichung: 

(2) PRI<K: |a]”® 

befriedigt, für welche « <a< ß vorausgesetzt wird, wobei « und ß 
zwei reelle Größen bedeuten, von denen & < ß ist, während K eine 
endliche positive Konstante ist, die sowohl von x als auch von a 
unabhängig sein soll. 

Setzt man demnach © =» RE wo p und q reell sind, 


verhält sich die Funktion: 
a@+ß 


8) D(eiv)e 

in jedem endlichen Punkte des durch die Ungleichungen -d<p<ö 

definierten Parallelstreifens regulär; außerdem ist wegen (2) immer: 
ern er) 

(4) D(eo)e ' i 


1) Acta Mathematica, Bd. 25, p. 159; 1902. 


wi 


Beer 
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Nach diesen Erörterungen setzen wir: 
ED 
(5) N 2 er 


und betrachten nunmehr das bestimmte Integral: 


1 En Erb} 
(6) F(= > f D(e®)e ? ti 2 do; 


wo — d <a<H+ 6 vorauszusetzen ist. Weiter bestimmen wir den 
reellen Winkel 0 so, daß: 


BR, P—=« 
- T<9<+ 


wird, d. h., wegen (5), für z=u+ iv: 
(7) .Ssusp. 

Unter diesen Voraussetzungen muß F(z), wie einleuchtend ist, 
eine in dem Parallelstreifen sich regulär verhaltende Funktion in 2 
sein, die wegen (4) außerdem die Bedingung: 

Fol= &,-|ere 
oder, was dasselbe ist: 
(8) F@|<K-e el, z=uHtiv 
erfüllen muß, wo K, stets endlich bleibt. 

Nach (4) findet man aber durch Anwendung der Formel $ 36, (10) 
das weitere Resultat: 


1 ji ER ER Au 
Fe ‚fe-iai Soße ’ do=b(le)e?’ , 
v he 


aus dem sich durch die Substitutionen: 


(? )i 
le RR 
t=en 2 e—= X 


die einfachere Formel: 
ati 


1 
(9) oe) Or: I r@a- de 
ergibt. Setzt man aber in (6) @®=8, so erhält man für 72) 
folgende Darstellung: 


(10) Fe) — f BEE 
0 
Damit ist auch das zweite Reziprozitätsgesetz von Mellin') bewiesen: 


1) Acta Mathematica, Bd. 25, p. 160; 1902. 
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Für jede Funktion ®(x), die der obengenannten Bedingung Genüge 
leistet, gilt die Umkehrformel: 
atiw 


(11) Dun, Jar foor 1dt. 


a—i® 


$S 88. Umkehrung der Eulerschen Integrale. 
Wie schon Mellin gezeigt hat, liefern die Eulerschen Integrale 
schöne Beispiele für sein erstes Umkehrproblem. 
Gehen wir zunächst von der Formel $ 53, (4) aus, so finden 
wir für D(z,y— 2) die Integraldarstellung: 


a) Te)T Ka Fee 1 O<RA<RGY); 


nun ist aber der Formel $ 38, (5) zufolge für z2=u-+ iv: 
II@)TWy— 2)|= er". flv); 
daraus folgt wegen $ 86, (11) die Formel von Mellin'): 
BEER 
2) 1 ae 
(2) rs DER J Pa)ly — 2)0”°de, 
wo d <a<NYy, — m <A<+ 7 angenommen werden muß, indem 
x = |x|e'® gesetzt wird. 
Für y=1 findet man aus (2) die spezielle Formel: 
a—tiw 
: 1 1 Aa 
8) itz 2% JE da, 
wo 0<a<1l und - za <0<-+r anzunehmen ist. 
Aus dem zweiten Eulerschen Integrale: 


1) -/ eigide, O<RE)<+ 


v 


findet man in ähnlicher Weise eine weitere Formel von Mellin?): 


ati 
; 1 ; 
(4) et — Dh ‚[ros:az, 
wo man O<a<-+ oo und -7<0<+73 annehmen muß. 


1) Acta Mathematica, Bd. 25, p. 161; 1902. 


2) loc. cit. Acta Soc. Fennicae, Bd. 21, Nr. 1, p. 76; 1896. Ebenda Bd. 24, 
Nr. 10, p. 39; 1899. 
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Es ist jedoch zu bemerken, daß Pincherle') schon 1888 sehr 
weitgehende Verallgemeinerungen der Formeln (2) und (4) unter- 
sucht hat, so daß vielleicht gar die Integrale von Pincherle zu 
Mellins Untersuchung den Anstoß gegeben haben. 

Als eine weitere Anwendung des ersten Mellinschen Umkehr- 
problemes betrachten wir das Integral $ 80, (3): 


1» 


—1 


TA) [Tr dt, R)<O,RC>O; 
0 


da nun, wenn & nur nicht negativ reell ist, immer: 


InsR.@)=0 
|2|=« 
ist, so hat man offenbar: 
Ha ee } 
z=»| Il — x) 


Somit liefert das erste Umkehrproblem ohne weiteres folgende 
Integraldarstellung:: 


ati» 
—y@+1) il : 
8) ar m OA Adern, 


wo 0 <a<+tmo und - a<0d <-+ 7 angenommen werden muß. 


$ 89. Über Binomialkoeffizientenentwicklungen. 

Nach den einfachen Beispielen des vorhergehenden Paragraphen 
wollen wir jetzt einen ziemlich allgemeinen Satz über die Anwendung 
des ersten Mellinschen Umkehrproblemes und zwar unter Anwendung 
der Binomialkoeffizientenreihen herleiten. 

Zu diesem Zwecke gehen wir von der Reihe $ 49, (8), (12): 


Ss 


(1) voa-Yawı). (7), R@)>0 
s=0 
aus, indem wir voraussetzen, daß die Funktion W(#) zugleich der 
Bedingung: 
(2) im Po 9 


k 
Nn—=@ N 


genügt, wenn % eine endliche, von n unabhängige Konstante bedeutet. 


Unter diesen Voraussetzungen müssen, wie leicht einzusehen ist, die 
beiden Potenzreihen: 


1) Kendiconti della Reale Accademia dei Lincei; 1888. 
Nielsen, Theorie der Gammafunktion, 15 
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sS—=@n 


> fa) = D- WO) 2, 


s—=a@ 


(4) sa) = D-YWE+N:. 


für |2|< 1 sicher konvergieren; für g(x) ist dies eine unmittelbare 
Folge von (2), während $ 21, (5) die Richtigkeit unserer Behauptung 
für f(x) darlegt. 
Schreibt man nun aber die Reihe f(x) folgendermaßen : 
u ADD: 
wi) - Wo)e+ 
vwye-()WO)r+h) WO) + 
va-()w@)e+() We -() Wr + 
so erhält man eine Doppelreihe, deren Horizontalreihen sicher un- 
bedingt konvergieren, falls nur || < 1 angenommen wird. Für die 
Vertikalreihen hat man den allgemeinen Ausdruck: 


u= (— 1)°8° 2 W(s+Hl) Dan Ei ) 5 ar, 
r=0 
aus dem sich, falls |«| <1 angenommen wird: 
Te Wis een 
u, ( a ) ee) Aal: 


ergibt; diese Reihe konvergiert demnach ebenfalls unbedingt, wenn 
|e|<|1—x| angenommen wird, d.h. die Vertikalreihe «, konvergiert 


e . 1 : 
sicher unbedingt, wenn R(x) <, angenommen wird. 


Setzt man also voraus, daß sowohl |x|< 1 als auch N(x) < Er 


ist, so ist die obengenannte Doppelreihe unbedingt konvergent. 
Somit ergibt sich die fundamentale Formel: 


(5) f(&) 1): 
aus der umgekehrt: 

: 1 & 
(6) gez) = Tue f Fe) 


gefolgert werden kann. Die hier angewendete Transformation rührt 
schon von Euler!) her. 


1) Institutiones caleuli differentialis, p. 282; 1755. 
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Aus (5) und (6) folgt nun weiter folgender Spezialfall eines 
allgemeinen Satzes von Lindelöf'): 

Wenn die Funktion W (x) den beiden Bedingungen (1) und (2) 
Genüge leistet, so sind die Funktionen f(x) und g(x) in jedem end- 
lichen Punkte der durch die Ungleichung R(x) < = bzw. R(x) > — = 
definierten Halbebene analytisch. 

In dem speziellen Falle, wo sich W(x) als ein Integral ® (x) 


darstellen läßt, wenn also: 
1 


(7) Wa) = [pdir-'at 


v 


ist, findet man ohne Mühe folgende Darstellungen: 


1 
t "gd 
(8) f(a) = He a , far, 
0) 


so daß die beiden Funktionen f(x) und g(x) in der ganzen x-Ebene 

analytisch sein müssen, vielleicht mit Ausnahme der Strecken der 

Achse der reellen Zahlen für welche e>1 bzw. <—1 ist. 
Gehen wir nach diesen Vorbemerkungen von der Formel 853, (15): 


1 


ee (2 ') - fe | 


sin 
0 


aus, so finden wir durch Zuhilfenahme eines bekannten Satzes über 
die gliedweise Integration einer unendlichen Reihe?) unmittelbar 
folgende Ne 


; Er ol 
(9 re W(a) = i 3 9? Tat, 0< Re) <1, 
wo f(x) die Potenzreihe (3) bedeutet. 
Geht man in ähnlicher Weise von der Formel $ 64, (18) aus, 
so erhält man die zu (9) analoge Formel: 


z 
Tri 


(10 = W (x) = [iroose eig) — ar (ig PD NOLNESL, 


1) Acta Societatis Fennicae, Bd. 24, Nr. 7; 1898. 
2) U. Dini, Grundlagen, p. 523; 1892. 
1llay 
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während der Integralausdruck $ 56, (5) die weitere Darstellung: 
We rt A) + gr-1at, Ra) > 0 
. Ww 


liefert, wo W den in $ 56 definierten Integrationsweg bedeutet. 


$ 90. Anwendungen des ersten Umkehrproblems. 

Wir haben nunmehr die Integraldarstellung $ 89, (9) so umzu- 
formen, daß die Grenzen O0 und oo werden, und setzen zu diesem 
Zwecke: 

a, 
1-+2’ 


dann ergeben sich offenbar folgende em 


sin 7x ee de 1 un Er 2% da, 
(1) 


. RT > 
in na Wa) 2.) de, O<R@>1. 
0) 


Setzt man dagegen in $ 89, (10) t= tg, so entsteht ein Integral 
von derselben Form wie (1), aber mit den Grenzen =0,t=+ wi, 
so daß dieses Integral durch eine Änderung des Integrationsweges 
in (1) übergeführt werden kann. Indessen ist es für die Anwendungen 
häufig bequem, das Integral $ 89, (10) in seiner ursprünglichen 
Gestalt zu verwenden. 

Wir denken uns nunmehr, daß W(2z) für z2=u-+ iv der Be- 
dingung $ 86, (1): 


(2) IWu+iv)|=e tl .flu, v), 0<u< il 
genügt; alsdann ist auch: 


|| 


ee 6 rule fu, v), a 


sın Tr2 | 


und somit wegen (2): 


(3) FO _ -a+op. 7,00), 0<u=T, 


, sın wZ 
so daß die Funktion linker Hand in (3) eine Funktion F(z) von 
Mellin ist. 


Wendet man demnach die Umkehrformel $ 86, (10) an, so 
ergibt sich folgender Satz: 
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Es sei W(x) eine Funktion, welche die Bedingungen $ 89, (1), (2) 
und $ 90, (2) befriedigt, dann hat man für die entsprechenden Funk- 
tionen f(x) und g(x) die Integraldarstellungen: 


: ART Ale 
2% sin zz ? 
a—im 


(4) ) R = 7 e za we 


wo im allgemeinen O<a<1 und -(a+d)<9 <+(" +6) vor- 
ausgesetzt werden muß, indem & = |x|e'® gesetzt worden ist. Jedoch 
sind im allgemeinen die beiden Stellen £=0 und 2 = ©o auszu- 
schließen. 

Wir werden später im dritten Teile ganze Funktionenklassen 
kennen lernen, für welche die Formel (4) zulässig ist; sie ist es nämlich 
für alle die Fakultätenreihen, welche für N(x) > 0 konvergieren. 

Endlich setzen wir in den beiden Integralen rechter Hand in (1): 


In 


und transformieren das letzte der so erhaltenen Integrale durch die 
s % 1 € 
Substitution = —; dann gewinnt man den neuen Satz: 


Setzt man Er Kürze halber: 


9 na-[swr-a, BO La 


so ist immer: 


(6) nr Merle re). 


sin z 


$ 91. Anwendung auf die Funktionen - und log (1+«). 


Für ein erstes Beispiel zu der in den vorhergehenden Para- 
graphen entwickelten Theorie benutzen wir den Ausdruck: 


l 
w@-4-[ ra, Ra) >0 
0) 
und finden nach $ 89, (4), (5): 


= let), Fd=—-z lei); 
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daraus folgt unter Anwendung von $ 90, (4): 
atia 
1 1 he 
A) keit) 4; da, 
a—iw 
wo man O<a<1l und - a<09<+r voraussetzen muß. 
Die Anwendung der Integralformel $ 89, (10) ergibt hier: 


ai 7C R . 
= — — pl — log sin p 
Te JR= 2. ) (tgp)"—1dp, VER); 


x sin mw = cos? p 
0 
daraus ergeben sich vermöge der Substitution tgp —z die zwei 
weiteren Darstellungen: 


je 2) 


9 fünf rd), 0-00 =, 
x sın - [> 
20 


be. 


(3) ——— -/ arccotz- Id, O<NRee)<1, 


N rs u. n 3 
wo log (1 + =) für z= 00 und arecot 2 für 2= , verschwinden 
7 27 


müssen. Nach diesen Erörterungen findet man aus $ 90, (4) un- 
mittelbar: 


ati 
D) 
1 1 2 
(4) log (1 +4) jK ae 
D 2 sIn — 
aim 2 
ati 
(5) area. ge, 0 | 
/ 4i TR % % 
2 COS —— 
a—i® 2 
IC IC 
wo man außerdem — „<< +, voraussetzen muß. 


Wendet man endlich die Formel $ 90, (6) an, so gelangt man 
nach einer einfachen Rechnung zu folgender Integraldarstellung: 


1 
j x) loo 2 
9 seat), Me, 
0 


welche auch mittels der allgemeinen Multiplikationsformel des 8 46 
hergeleitet werden kann. 
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Für ein zweites Beispiel setzen wir: 


1 
Wa)-lgl +) rd, RO>-1; 
0 


für die entsprechende Funktion g(x) ergibt sich so der Ausdruck: 


1 
9a) = 0), 
wo der Kürze halber: 


s—=® 


() 4 e(%) nn. 1 los.s:2, 


s=2 


gesetzt worden ist. Somit erhält man aus $ 90, (4) die Integral- 
darstellung: 


ati» 
il 1 log (1 DC hu 
(8) v eo ur ae a Ze lea 1, 


wo man noch — a <9 <-+ 7 voraussetzen muß. 

Es ist wohlbekannt'), daß die Funktion o(«) in der ganzen 
x-Ebene nur die zwei singulären Stellen = — 1 und «= oo be- 
sitzen kann. 


$ 92. Anwendungen auf ß(x) und (x) + C. 


Als weitere Beispiele für unsere allgemeine Formel wollen wir 
noch die beiden Funktionen: 


1 
@) Ba) -[ Far, Ra) > 0 
und: / 
(2) wa) + C- N (II), R@>0 
s=0 


heranziehen- Aus (1) folgt vermöge der Integralformel $ 89, (8) 
unmittelbar: 


c log 2 + log(1 — : log 2 — log (1 
on me, a kun 


1) Hadamard, La serie de Taylor, p. 63; Paris 1901. 
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während die Definitionen 8 89, (3), (4) für die der Funktion (x) + C 
entsprechenden Funktionen die Ausdrücke: 


liefern. Demnach ergeben sich mittels $ 89, (9) die folgenden beiden 
Integraldarstellungen: 


1 
a z—1 
6) “Pe _ / Ben Du 
0 


sin 7% en 


1 


oe 


sin m (deeds 


(6) 


1 


daraus aber folgen wegen $ 5 die ähnlichen Darstellungen: 


1 
m \2_ (loge— log), 17i 
(9) a 2: —1 ee! GERD 
0 


1 
(8) a a te-1dt, O<RA)<1. 
0 


sin’rx ade 


Nach diesen Erörterungen findet man aus (5) und (7): 


a-+iw 
lg2 lei +n) 1 P() r 
(9) 1—& er 2) nme dz, 
a—i® 
ati» 
log & " Be 
(10) c—1 = sin? z2 de, 


a—i® 


vorausgesetzt, daß O<a<1 und in (9) -— x <9 <+7 angenommen 
wird; in (10) müssen sonach die beiden Werte @=0 und 2 = 
ausgeschlossen werden. 

In ähnlicher Weise findet man aus (6) und (8) die entsprechenden 
Darstellungen: 


io 


an) gli +)+C_ a 5) .07?de, 


1+x 27 sin zZ 
a—io 
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a+im 
log & 617 cos 72 RE 
(12) ee 02 


a—in 


wo man O<a<1l und -— a<9<-+tr annehmen muß. 

Wir haben hier noch die Formel $ 89, (6) anzuwenden, die für 
unsere zu Beispielen erwählten Funktionen zu sehr ähnlichen Re- 
sultaten führt. Die in $ 20, (6) und $ 75, (6) betrachtete Funktion: 


r 
(13) (a) — f en N 
gibt erstens ohne Mühe: 


(14) = — WU) (&) = n(®) +nl1l-— 2): 


sın 7TX% 


Zweitens finden wir die in $ 20, (9) und $ 75, (9) eingeführte 
Funktion: 


(15) &a) - - fs; BAHN ye-ıa, Rla)> 0 
wieder und erhalten so die (14) ähnliche Formel: 


(16) va) +0)=- BD) - sa) - 541-2). 


sin ma TK 


Die beiden Formeln (13) und (15) führen unmittelbar zu 
Partialbruchentwicklungen für n(x) und &,(«); wir finden in der Tat: 


log2 — A, 
(17) nie) - BD 


18) (a) - Dr 


wo der Kürze halber: 


Se El 
1,0) 0, m) =D —, 


= Om 


gesetzt worden ist. 
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Für die Funktion n(x) finden wir ferner aus (13), daß: 


1 
nr Fe 1 
da na) = —[ (og? — log +9) !dt = — = Da: 1) 
—0 


sein muß. Daraus folgt dann unmittelbar: 


0) na NEED - (2. B@+D). 
SU) 


DRITTER TEIL 


THEORIE DER FAKULTÄTENREIHEN 


Kapitel XVII. 


Fundamentaleigenschaften der Fakultätenreihen. 


$ 93. Über die Konvergenz einer Fakultätenreihe. 


Wir werden nunmehr die reziproke Gammafunktion als Ent- 
wicklungsfunktion anwenden, indem wir Reihen von der Form: 


ns s!a 
(1) G(@): m T’«@+s+1) 
S=0 


untersuchen wollen, in denen die Koeffizienten a, sämtlich von & 
unabhängig sind. Setzen wir der Kürze halber: 


2) Ta) @(@) = 2a), 


so gelangen wir von (1) aus unmittelbar zu folgender Entwicklung: 


s=@ 


s!a, 
8) OD eve er 


s=0 


Diese Reihe 2(x) heißt allgemein eine Fakultätenreihe. 

Eine Vergleichung der beiden Reihen (1) und (3) zeigt ohne 
weiteres, daß diese Reihen gleichzeitig konvergieren oder divergieren 
müssen, außer vielleicht in den Punkten: 

(4) De, 0, A , 

wo die Glieder der Reihe 2(x) unendlich groß werden, falls diese 
Reihe für solehe Werte überhaupt einen Sinn hat. Die Funktion 
2(x) selbst kann eventuell in den Punkten (4) einfache Pole haben. 

Wir definieren daher stets den Konvergenzbereich der Fakul- 
tätenreihe (3) als denjenigen Bereich, in welchem die Reihe (1) 
konvergiert. Der Konvergenzbereich von (x) kann somit einfache 
Pole dieser Funktion enthalten; ist aber & ein solcher Pol, so kon- 
vergiert die Reihe 2(x) sicher, wenn nur |«® — ®| eine angebbare 
Größe von beliebiger Kleinheit übersteigt. 
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Für die Konvergenz der Fakultätenreihe 2(x) liefert der Grenz- 
wert $ 21, (2) unmittelbar zwei Sätze, welche den in $ 49 für die 
Binomialkoeffizientenreihen hergeleiteten sehr ähnlich sind; nur fällt 
hier die Bedingung, daß |x| endlich sein muß, weg. 

I. Der Bereich der absoluten Konvergenz der Fakultätenreihe (3) 
ist die unbegrenzte Halbebene, die rechts von einer gewissen auf der 
Achse der reellen Zahlen senkrecht stehenden geraden Linie legt. 

Konvergiert nämlich die Reihe: 


(5) > 


s=0 


s!a | 
62 


2@+1).@+9) |’ 


so wird die andere Reihe: 


(6) = 


wegen $ 21, (2) dieselbe Eigenschaft besitzen, falls R(z,) > R(x) 
angenommen wird; ist umgekehrt die Reihe (5) divergent, so muß 
dies offenbar auch mit (6) der Fall sein, wenn Rx) <NR(x) an- 
genommen wird. Natürlich setzen wir dabei voraus, daß x, bzw. & 
nicht mit den Werten (4) zusammenfallen. 

Als eine direkte Anwendung des Grenzwertes $ 21, (2) hat man 
ferner den zweiten Satz: 

II. Wenn die Glieder der Reihe (3) für einen gewissen endlichen 
Wert « von © sämtlich endlich sind, so konvergiert die Reihe 2&(«) 
sicher unbedingt, falls R(x — «) > 1 vorausgesetzt wird. 

Da der Bereich der unbedingten Konvergenz von 2(x) eine 
unbegrenzte Halbebene ist, so läßt sich der weitere Satz folgern: 

III. Falls eine vorgelegte Funktion in eine Fakultätenreihe ent- 
wickelt werden kann, ist diese Darstellung nur auf eine Weise mög- 
lich; die Fakultätenreihen gestatten somit keine Nullentwicklung. 

Es sei nämlich: 


s!a 
8 


0 D)@ +8) 


— sia, a sta’ 
x 2 300.68 2 3@F0..er3 


wo die beiden Fakultätenreihen für endliche Werte von x konver- 
gieren. Die Multiplikation mit x ergibt dann für |x|= ©, daß 
4,— 4a, sein muß; multipliziert man hinwiederum mit &-+1, so 
ergibt die Annahme x —= 0, daß a, =a, sein muß usw. Die Iden- 
tität (7) ist dann und zwar nur dann möglich, wenn für jeden Wert 
von » die Gleichung a,—= a, eilt. 
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$S 94. Integraldarstellung von (x). 


Um eine wirkliche Theorie der Fakultätenreihe: 


S ; 2, 
(1) SS es) 


s=V0 


liefern zu können, haben wir diese Reihe 2(x) vor allem als ein 
spezielleres Integral der Gattung ®(x) darzustellen. Zu dem Ende 
führen wir die Funktion $ 3, (7) ein und finden: 


n!a, 48,1, 


@) Kat). an) Mtı? 


Daraus folgt zunächst der wichtige Hilfssatz: 

I. Wenn die Fakultätenreihe &(x) überhaupt für einen endlichen 
Wert von & konvergiert, so ist der Konvergenzradius dieser Potenz- 
reihe: 


(3) yl-YA=-n,tattaP+mgP+--- 


mindestens gleich 1. Ist dieser Komwvergenzradius größer als 1, so 
konvergiert die Fakultätenreihe (1) sicher für jeden endlichen Wert von «x, 
der wicht gleich Null oder einer negativen ganzen Zahl ist, und um- 
gekehrt. 

Aus (3) findet man weiter: 


s=» 


—n 1) => Be et 
s=0 


sa=wn 


a ol yd= gr DT) a ea, 


s=0 


und daraus: 


Diese Reihe hat aber offenbar folgende drei Eigenschaften: 

1) Sie ist im Intervalle 0 <t<1 gleichmäßig konvergent. 

2) Die einzelnen Glieder sind, für N(« + n)>0, von t= 0 bis 
t=1 in £ integrabel. 

3) Wie die Integraldarstellung $53, (1) für B(x, y) zeigt, so wird 
die Reihe, welche man aus (4) durch formale gliedweise Integration 
von t=0 bis t=1 erhält, nichts anders als das Restglied der 
Reihe 2(x) selbst; sie ist En sicher konvergent, wenn dies mit 
2(x) der Fall ist. 
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Ein bekannter Satz!) zeigt dann, daß die Reihe (4) von t= 0 
bis t— 1 gliedweise integriert werden darf. Damit ist folgender 
wichtige Satz bewiesen: 

II. Falls die Fakultätenreihe &(x) konvergiert, und die ganze, 
nicht negative Zahl n so bestimmt wird, daß Ra +n) > 0 ist, so 


hat man allgemein: 
1 


s=@ 


a 1)" n) v+n—1 5 2.09 B 
(8) z(e +1). (ce +n—1) fr UT a2 -3 ze +1): (+8) 


sen 


und speziell für n = 0: 
: 
(6) 2x) -/ pt). Wridt. 
0 

Betreffs der Funktion p(f) kann man nun ohne Mühe folgenden 
Satz beweisen: 

III. Falls die Fakultätenreihe A(x) konvergiert, ist es möglich, 
eine solche positive ganze Zahl N zu bestimmen, daß die Ungleichung: 
= rer" | 
(9) Tetntn : 

dem ganzen Intervalle D<SE<SI richtig bleibt, wenn & eine vor- 
gegebene positive Größe von beliebiger Kleinheit bedeutet, und n > N 
angenommen wird. 

Aus (5) hat man in der Tat für »n > N: 

t 


| pm) Narr tat | 8 
| Zu ah . >) 
S Tern | 1212), 
al 


daraus folgt nach einer partiellen Integration: 
| t 


et (—N'nta, f® geTYgFetN = ER: 
L T«+n+1 | 8 


| T@etnrn) Tetn+) 


Damit ist unser Satz bewiesen. 

Wir wollen in diesem Zusammenhang noch einen spezielleren 
Satz herleiten, den wir folgendermaßen aussprechen können: 

IV. Wenn die Fakultätenreihe A(x) für einen willkürlichen end- 
lichen Wert von x konvergiert, ausgenommen 2&=0, —1, —2, + --, 
so ist die Funktion p(t) auch im Bereiche von t—= 0 analytisch, und 
die Potenzreihe: 


(8) gÖ=- bh + tue ++: 


yı U. Dini, Grundlagen, p. 523 
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ist sicher für \t|<1 konvergent. Das Umgekehrte ist aber nicht 


richtig. 

Bedeutet nämlich n eine ganze, nicht negative Zahl, so hat die 
Funktion 2(x) im Punkte 2 —n einen einfachen Pol mit dem 
Residuum: 


©) ES BELER 
, s=0 


es ist aber wegen (3): 
1 5 


Damit ist unser Satz bewiesen, denn die numerische Reihe rechter 
Hand in (9) ist ja den Sätzen I und II des $ 95 zufolge sicher 
konvergent. 


$ 95. Herleitung eines Hilfssatzes. 


Durch die Formeln $ 94, (6), (7) haben wir eine notwendige 
Bedingung angegeben, der eine Funktion genügen muß, um in eine 
Fakultätenreihe entwickelt werden zu können. Wir wollen nunmehr 
beweisen, daß diese Bedingung auch eine hinreichende ist, müssen 
aber zu dem Ende zunächst noch einen Hilfssatz herleiten. 

Wir definieren eine Funktion (ft), die folgenden drei Be- 
dingungen genügt: 

1) g(t) ist im Bereiche der Stelle = 1 analytisch, und die 
entsprechende Potenzreihe: 

(1) gi—-Y=aw+taita ++: 
ist im Innern des Kreises |{| = 1 sicher konvergent. 

2) Die Stelle *=0 kann für @(f) singulär sein; in diesem 
Falle müssen aber Ableitungen willkürlicher Ordnung von g(t) für 
t= +0 existieren. Ist p®(t) die erste dieser Ableitungen, die für 
t= +0 unendlich groß wird, so muß es möglich sein, eine reelle 
Zahl A, — © <A<-+ 00, so zu bestimmen, daß: 


(2) lim |#+2. 920 | = (9 
1=+0 
wird, je nachdem R(x) 2 A vorausgesetzt wird. 
3) Die Funktion p(1 —t) kann auf der Peripherie des Kreises 
|2|=1 andere singuläre Stellen außer = 1 besitzen; es muß dann 
möglich sein, eine reelle Zahl 4, - wo <A <+m, so zu be- 


stimmen, daß: 


Nielsen, Theorie der Gammafunktion. 16 
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(3) ee Below 


t=1-0| 


—1 


[7 > 


wird, je nachdem R(x) 24 vorausgesetzt wird, wenn n > N ist, 
wo N eine hinlänglich große, positive, ganze Zahl bedeutet, während 
& eine vorgegebene positive Größe von beliebiger Kleinheit ist. 

Die zwei Zahlen A und A’ nennen wir die kritischen Zahlen der 
Funktion g(t). 

Unter der Annahme dieser Voraussetzungen für @(t) beweisen 
wir nunmehr folgenden Hilfssatz: 

I. Es sei t eine reelle Zahl, so daß O<t<1 ist, während 
Ne) > A angenommen wird, dann ist es möglich, eine positive ganze 
Zahl N so zu bestimmen, daß für n> N immer: 

(4) Ve ME 
Ic -+-n--1) 


wird, wo & eine vorgegebene positive Größe von beliebiger Kleinheit 
bedeutet. 

Wir denken uns vorläufig 9(+ 0) unendlich groß, so daß in 
(2) p=0, A> 0 anzunehmen ist; weiter setzen wir: 


ders —e, ol) Ay 


und erhalten so nach n-maliger Differentiation nach «: 


sen 


ee n = a ae, 
Ol ae 
Wir beschreiben jetzt mit £ als Mittelpunkt und mit dem Ra- 
dius 1— t einen Kreis 0’, der also den Konvergenzkreis CO für die 
Potenzreihe (1) im Punkte {= 1 — 0 berühren muß. Offenbar muß 
dann g(£) für N(x) > A in jedem Punkte der Peripherie des Kreises 
0’, auch n = 1-0, einen endlichen Wert besitzen. Nach einem 


Satze von Cauchy!) erhalten wir sonach den Majorantwert: 
1— 
(6) I OWI<M, 


wo M eine gewisse endliche Größe nicht übersteigt, p aber eine 
willkürliche positive, ganze Zahl bedeutet. 
Nun ist aber nach $ 21, (4): 


IS: | Re 1 


1) E. Picard, Traite d’Analyse, Bd. II, p. 111; Paris 1893. 
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wegen (5) und (6) folgt daraus, wenn man = «+ iß setzt: 


ni a | f a—1 
1 -Ytrromi1—H|<n!| M+ kn An Er -) |. 


3 s=4 


wo %k eine positive endliche Größe bedeutet, und demnach weiter: 


at |8,@+D E E ; < 1 s\a-i 
Mi es io yepiuEIR a) ’ 


s=1 

ferner hat man bekanntlich: 

BR 1 

a—1 

>) <fenia- - 

s=1 f 
daraus folgt wegen $ 21, (2) und (7), wenn d eine positive Größe 
von beliebiger Kleinheit bedeutet: 
(8) | (a = rer Di 

T@ tönt] 
wo k, hinwiederum eine endliche positive Größe bedeutet, wie groß 
auch n angenommen wird. Damit ist aber unser Satz für O<t<1 
und 1>0 bewiesen. 

Die Stelle = 1 —O erfordert eine spezielle Untersuchung, weil 
der entsprechende Kreis C’ dann unendlich klein wird. Wir er- 
kennen zunächst, daß unser Satz für n = O richtig ist, denn er ist 
dann eine direkte Folge der Voraussetzung (2). Nehmen wir nun 
an, unser Satz sei auch für n richtig, und setzen wir der Kürze 


halber: 


d | an 


(1 er tra “z t) 


T&In+1) 9), 
so ist sicher: 
(9) lm |9,@)|=0; 
ti=1-0 
die Differentiation nach £ ergibt aber: 
d- Yo c-+n 
en -Ei 5 ztn-t1i MP. 


Einem bekannten Satze!) zufolge ist daher auch: 
lim [9,01 =0. 
t=1-—-0 


Damit ist unser Satz für das ganze Intervall O<t<1 und für 
A>0 vollständig bewiesen. 


1) U. Dini, Grundlagen, p. 104. 
16* 
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In dem Falle, wo A negativ ist, kann man eine positive ganze 
Zahl p so bestimmen, daß -—p<A<—p-+1 ist, und die vorher- 
gehende Schlußweise bleibt dann anwendbar, falls man g®)(t) statt 
p(t) in g(f) einführt. 

Wir heben noch zwei speziellere Fälle hervor, die gleichfalls 
durch die vorhergehende Schlußweise bewiesen werden können: 

II. Ist t=1 die einzige singuläre Stelle von p(t) auf der Peri- 
pherie des Kreises |t|=1, so bleibt die Ungleichung (4) auch für 
t= 0 richtig. 

III. Ist der Konvergenzradius der Potenzreihe (1) größer als 1, 
so bleibt die Ungleichung (4) im ganzen Intervalle O<t<1 richtig, 
auch wenn R(x) negativ angenommen wird, wenn nur |N(x)| eine 
gewisse endliche Grenze nicht überschreitet. 


$S 96. Bestimmung der Funktionen, die in eine Fakultätenreihe 
entwickelt werden können. 


Mit Zuhilfenahme der Resultate des $ 95 ist es leicht, folgenden 
allgemeinen Satz zu beweisen: ; 

I. Die notwendige und hinreichende Bedingung, der eine Funktion 
2(x) genügen muß, um in eine Fakultätenreihe entwickelt werden zu 
können, besteht darin, daß sich (x) als bestimmtes Integral der 
Gattung B(x), nämlich: 


(1) 2a) -(por-rai 


darstellen läßt, wo g(t) den Bedingungen des $ 95 Genüge leisten 
muß. Die so erhaltene Fakultätenreihe ist dann in der durch die 
Ungleichungen R(&) > A, R(x) > A definierten Halbebene gleichmäßig 
konvergent. 

Erstens bemerken wir, daß das bestimmte Integral (1) einen 
Sinn nur hat, wenn R(x)>4 oder wenn, falls {=0 für g(f) eine re- 
guläre Stelle ist, N(x) > 0 angenommen wird; unter diesen Voraus- 
setzungen findet man dann durch wiederholte partielle Integration: 


s!a 
(2) 2 De ee 


=0 


wo der Kürze halber: e 
ce oe 1 


9) IS an. rn 


pt) te+trdt 
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gesetzt worden ist, n aber eine willkürliche positive, ganze Zahl 
bedeutet. 

Nimmt man aber in (3) auch N(x) > A’ an, so ist es möglich, 
eine positive ganze Zahl N so zu bestimmen, daß für n > N immer: 


(4) IR,@)|<e 
wird. Damit ist unser Satz bewiesen. 
Setzt man in (1) {= e* und 
(5) p(e‘) == f(2), p(t) = ne: log 2), 


so folgt für X(x) die weitere Integraldarstellung: 


©) 2) [fee az, 


die überall einen Sinn hat, wo dies mit (1) der Fall ist. 


Aus (4) ergibt sich unmittelbar der folgende Satz, der ohne 
Beweis von Jensen!) angegeben worden ist: 

ll. Der vollständige Konvergenzbereich einer Fakultätenreihe ist 
die unbegrenzte Halbebene, welche rechts von einer gewissen auf der 
Achse der reellen Zahlen senkrecht stehenden geraden Linie gelegen ist. 


Eine Anwendung. von $ 95, ll ergibt weiter den Satz von 
Pincherle?): 

III. Die Fakultätenreihe 2(x) ist sicher für Rx) >4+1 un- 
bedingt konvergent, so daß die beiden kritischen Zahlen A und A der 
Bedingung A <A + 1 genügen müssen. 

Da nämlich allgemein: 

= 19 
zu setzen ist, so bleiben die Glieder in 2(x) wegen $ 95, (3) 
sämtlich endlich, falls R(x) > 4A angenommen wird. Aus $ 93, II 
ergibt sich ferner der Satz: 

IV. Die Dreite des unendlichen Parallelstreifens der x-Ebene, auf 
dem eine Fakultätenreihe nur bedingt konvergiert, kann niemals die 
Einheit übersteigen. 

Nach diesen allgemeinen Erörterungen wollen wir nunmehr den 
Konvergenzbereich unserer Fakultätenreihe näher diskutieren, indem 
wir folgende Fälle besonders betrachten. 

V. Der Konvergenzradius der Potenzreihe für g(1 — t) sei größer 
als 1; der Konvergenzbereich von Z(x) ist dann die ganze unbegrenzte 


1) Nyt Tidsskrift for Mathematik, Bd. 2B, p. 69; 1891. 
2) Rendiconti della Reale Accademia dei Lincei; Februar 1902. 
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x-Ebene mit Ausnahme der sehr entfernten Punkte der Achse der ne- 
gatiwen Zahlen. 

Dieser Satz rührt schon von Pincherle') her. 

Als Beispiele benutzen wir die drei Funktionen: 


s! 1 
Bla) era a Does Fr, 


s=0 


s=w@ 1 
() P(x) m Ser 
1) s=0 
1 s=@ 
sr 
Ba) = [e-tätme De 
0 s=0 


VI. Ist X > A, so konvergiert 2(x) für Rx) > A, und zwar wur 
bedingt, falls A <R(x) <A + 1 angenommen wird. 
Für die Funktion: 


“ Zn -[& De 1 =: 


ist z. Be A=— , 1 —=0; die ee: Fakultätenreihe: 


(— 3 s! 
9) a) Dr "@+s) 


ist daher für O<N(x) <1 nur bedingt, für N(z) >1 aber un- 
bedingt konvergent. 

VI It X=i—k, O<k<1, so kowergiert (x) für Rx) >, 
aber nur bedingt für A<NRla) <A+1—k. 

VIH. It !=4—1, so ist &(x) stets unbedingt konvergent und 
zwar für Ra) > 4. 

Für die Funktion: 


1 


(10) fer enan, Re — ec) >0 
0 
hat man z.B. A= R(e), = R(e) — 1; die Reihe: 
EN (a +1). (@+s— 1) 
(11) Pre +2 are -&+s 


ist daher für R(x) > Re) stets unbedingt konvergent. 


1) Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Bd. 2, p. 226; 1888. 
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Für: 


1 
(12): ee [dog He 12-1dt Re) > 0 
aP ’E (p Eu 1)! 8 = £ 


ist A=0, = —1; daraus folgt für positive N(x) die stets un- 
bedingt konvergente Entwicklung: 


1 <S 
(13) Sen Teen 
sp 
Als drittes Beispiel nehmen wir: 


(14) 2a) = f Aryl H-td, RIDRM), 


wo n eine positive ganze Zahl bedeutet. Es ist demnach: 
pl = 2) == (1 Er er)—« - > () tes, le] = 1; 
s=(0 
daraus folgt, wenn r nicht durch n teilbar ist, g"(1)=0 und 
speziell: 


(— 1rrge2)(1) = (np)! (“) 


Somit ist hier A=- Ne), A—NR(e) — 1 anzunehmen, so daß 
die Reihe: 


ne (ns)! 2 
(15) aD a ren) 
S=0 


für Rx) >R(e) stets unbedingt konvergieren muß. 

Aus (1) folgt noch der Satz: 

IX. Die willkürliche Fakultätenreihe 2(x) kann immer durch 
Zuhilfenahme der allgemeinen Formel 8 49, (2) in eine Binomial- 
koeffizientenreihe entwickelt werden. 


$S 97. Konjugierte Funktionen. 


Wir setzen jetzt speziell voraus, daß die Funktion @(t) im 
Innern der beiden Kreise |{|—=1 und |{—1|=1 analytisch ist, 
so daß die Potenzreihen: 


(1) el HY=emtatta® ++, 
(2) yHh=b+bti+bt ++: 


sicher für |t| <1 konvergieren. 
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Weiter setzen wir voraus, daß es möglich sei, zwei reelle Zahlen 
A, und A, so zu bestimmen, daß: 


(n) 
pP’) io » 
Tetn+D| { oo? lim 


n=@ 


EEE [8 
Tetn+1) | ) 
wird, je nachdem R(a@) 2 A, bzw. R(x)2 A, angenommen wird. 

Dem Satze $ 96, VI zufolge konvergieren dann die beiden 
Fakultätenreihen: 


(3) lım 


n=w 


s=o 


| 
A\ fm j N | N! sia, 
(4) F(x) A| p(t)t®-tdt Der ee 
0 s=U 
1 s=&% Tr b 
E as! 
r Tea P ea llyet! f Bu 
(5) 2) Ju — tt®1dt > en ee 


falls N(x) > A, bzw. N(x) > A, angenommen wird. 

Da die Integrale in (4) und (5) für R(x) > O beide einen Sinn 
haben müssen, so sind die Funktionen durch Binomialkoeffizienten- 
reihen von folgender Form darstellbar: 


se® i BER: 
(6) F)-D(-VYF(l6+1:(", ); 
s=0 
. ER Re BER: 
9) ne Scheer 
s=0 
die beide für N(x) > 0 konvergieren. 
Bedenken wir endlich, daß die beiden Potenzreihen (1) und 
(2) von t=0O bis t=1 gliedweise integrierbar sind, so ergeben 
sich unmittelbar die Partialbruchentwicklungen: 


Br 3=80 b_ 
(8) F(«) > +8’ 
PER SU % 
(9) F,(«) - > os 
s=0 


Funktionenpaare wie (x) und F,(x) nennen wir konjugierte 
Funktionen. Die in $ 96 eingeführten Funktionen ß(x) und a(«), 
P(x) und ®(x) sind daher konjugierte Funktionen. 
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Kapitel XVII. 
Algorithmus der Fundamentaloperationen. 


$ 98. Herleitung einiger Hilfsformeln. 


Die Addition oder Subtraktion zweier Fakultätenreihen kann 
man unmittelbar ausführen, indem man einfach die entsprechenden 
Koeffizienten oder die g-Funktionen addiert oder subtrahiert. Um 
aber auch für die Multiplikation zweier solcher Reihen sowie für 
die Fundamentaloperationen der Analysis oder der Differenzenrechnung 
Algorithmen zu gewinnen, bedarf man noch weiterer Vorbereitungen. 

Wir betrachten zunächst die beiden Funktionen: 


(1) p,(l =; t) = W+Üt+ Rz tgP®+:-., 

(2) 9,1 tatitg ta tt. 

mit den beiden kritischen Zahlen A, und A, bzw. A, und A 
wir ferner: 


r 
2 


setzen 


(3) OEL NOR 
so finden wir für die Koeffizienten der Potenzreihe: 
(4) el -H=-mtatita ++: 


unmittelbar den allgemeinen Ausdruck: 
6) = I ma; 
s=0 
wir haben daher nur noch übrig, die beiden kritischen Zahlen A 
und A’ für die Funktion g(t) zu bestimmen. 
Aus der Definition (3) folgt erstens, daß allgemein: 


(6) a, | 
sein muß. Wenn nur eine der Funktionen p,(t) und 9,(t), z. B. 
p,(t), mn t=0 eine reguläre Stelle hat, so wird zweitens: 
(7) AA, 
In dem dritten Falle endlich, daß sich sowohl g,(t) als @,(t) in 
{= (0 regulär verhalten, muß g@(?) offenbar dieselbe Eigenschaft be- 
sitzen. 

Was die zweite kritische Zahl A’ betrifft, so erhält man aus 
(3) oder (5) die Gleichung: 


n (n) (n—s)/ (s) 
(8) 9’) En 1) . oe) j 


ne (n — s)! s! 
s=0 
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Sind nun ö, und d, zwei reelle Zahlen, so daß 6, >A,’ und 
0, > Ay ist, während die beiden Differenzen 6, — A, und 0, — Ay 
beliebig klein angenommen werden dürfen, so ist offenbar wegen 
$ 95,(3) und unter Anwendung der Funktion $,(x) für alle positiven 
ganzen n und n—(0: 


(n) |, R) 
nn |<x (n + 1%, ED um), 


wo K und L positive endliche Größen bedeuten; somit ergibt sich 
aus (8) die a 


Dis + 1%, 


(9) = - 2 
s=0 
wo der Kürze halber M= K:-L gesetzt worden ist; wir haben 
daher jeden der drei folgenden Fälle für sich zu untersuchen: 
1) A) >—1,1/> — 1; die Definition des bestimmten Integrals 
ergibt dann: 


ee <a. ar sen fm 1 Hadı; 


| 
| 
j 


daraus folgt wegen $ 95, (3) unmittelbar: 
(10) \=l +4, +1. 
2) ,>—-1l, ,<-J]; 


nm 
; man hat dann, wenn n, = oder 


2 


2 
ist, wegen (9): 


= vorausgesetzt wird, je nachdem n gerade oder ungerade 


i (m) sen 
(11) EZ <M > (n—s+1)h(s+1)% + 
s=0 


sen—n—1i 


= mM. > (s +1)" (n — s+ 1)*. 


s=0 
Nun ist aber offenbar: 
(12) > (n —s+ Ds + Dr<(n+ 1%: S (s + 1)%; 
s= er) 
da aber die Reihe rechter Hand in (12) immer, selbst für » = oo, 


eine endliche Summe hat, so ist es möglich, eine endliche positive 
Zahl K, so zu bestimmen, daß: 
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il 
a | S } h 
i <4n+n" +1. 1 1%dt+ K,(n + 1) 


n! 


wird; daraus aber folgt: 
(13) ee 

3) AA <—4L, Ay <— 1; hier ist die Ungleichung (12) für die 
beiden Summen rechter Hand in (11) anwendbar. Somit ist in 
diesem Falle: 
(14) SER: 
zu setzen. 

Als Beispiel wollen wir die Funktion: 


1 
(15) 2(x — Yy) -(oorr. je-1dt 
) 


untersuchen, wo g(t) die beiden kritischen Zahlen A und 4’ besitzen 
möge. Die entsprechenden Zahlen für i”’ sind, wie eine einfache 
Rechnung zeigt, N(y) und NR(y) — 1; für die kritischen Zahlen 4 
und A der Funktion p(t)t"? findet man daher die Ausdrücke: 


(16) A-A+RGY, A-ROG), 
je nachdem die Stelle = 0 für p(f) singulär oder regulär ist. 
Für die zweite kritische Zahl 4 findet man in ähnlicher Weise: 


A—= + Ry); le 0 
( ) #874 1, nd |; a Ry)>o0, 
112% ASRY); al, 
Ma, ADRGW-I %E-1, RK)<o 


Setzt man nun: 


ns Don @F’ 


so ist demnach wegen (5): 


=“ sı(a, +( )a, waere 
1) Szy) > a (2-8) Ze u 


daraus folgt, wenn man © + = statt x einführt: 


20) eo Io ES ERLETEDE erst 
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$ 99. Multiplikation zweier Fakultätenreihen. 


Wir suchen nun das Produkt der zwei Fakultätenreihen: 
1 s=@ 
N ’ s!a, 
1) OS KLOSE ee rung 
0 = 


s=wn 


s!b 


1 
0) 2, (x) | vr tdt > 2& 1): 2 (©-+ 5) ’ 


die für Rx) > A bzw. Rx) > A, konvergieren. 

Beide Reihen sind sicher für Re) > A+1 bzw. Ra)>A, +1 
unbedingt konvergent, und ihr Produkt kann somit nach der Regel 
von Oauchy gebildet werden; allein es leuchtet ein, daß diese Me- 
thode nur unter großen Schwierigkeiten zu einem übersichtlichen 


Resultate führen kann, was namentlich auch für die Beantwortung 
der Frage gilt, ob das Produkt 2(x): 2,(x) wieder in eine Fakul- 
tätenreihe entwickelt werden kann. 


Die aus $ 46, (6), (7) stammende Produktformel: 


(3) 2x). 2, (&) -/i (dir -tdt 


wo der Kürze halber: 
(4) = fe ) de 


gesetzt worden ist, bietet offenbar für eine vollständige Lösung des 
Problems auch ihre besonderen Schwierigkeiten dar. 

Daher scheint es uns angemessen, einen ganz anderen Weg ein- 
zuschlagen, indem wir zuerst das speziellere Produkt: 

n!b 
(5) Ar: gr 
3&+D) em 

untersuchen wollen. 

Wir schreiben zu diesem Zwecke die Formel (1) folgender- 
maßen: 


1 
(6) 2x) — a rd; 
I) 


dann läßt sich die Funktion: 
By 
mittels der allgemeinen Formeln des $ 98 behandeln. 
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Ist nämlich A die erste kritische Zahl von p(f), so hat die 
entsprechende Zahl A für ®(t) im allgemeinen offenbar den Wert: 


(7) A=ıi+n+]; 
ist speziell = 0 für p(f) eine reguläre Stelle, so wird: 
(8) A=n-+]1. 


Was die zweite kritische Zahl A’ von &(«) betrifft, so ist für 
X>-1, wenn 4 die zweite kritische Zahl von g(t) bezeichnet: 


(9) dehnt] 
zu setzen; die Annahme A4’<— 1 ergibt in ähnlicher Weise: 
(10) ANA Ar 


Bedenkt man nun, daß im Integrale (6) e+n + 1 statt x vor- 
kommt, so leuchtet ein, daß die Fakultätenreihe: 


s!d, i 
d) 82@)- Dr Fat)eFn+2%). -@fntsry 


wo der Kürze halber: 


r=$ 


as) A 


r=0 
ne nz) 
gesetzt worden ist, sicher konvergiert, falls sowohl Ra)Z „ als 


N(x) >O angenommen wird; dies muß daher auch mit der anderen 


Reihe: 


n!b m\s!b, A 
(13) z(<+1):-- Teeny 2“) -D; z(c +1) + 2)-- ee 1) 
der Fall sein. 


Da nun: 


n! 
(+1): -@+n) LK td Re) >0 


ist, so hat man wegen (3) und (4) für die Reihe (13) den Integral- 
ausdruck: 


1 
ern 2 = | a,ye-im, 


wo der Kürze halber: 


(15) 0,)- fi en 


gesetzt worden ist. 
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Wir kehren jetzt zu Formel (13) zurück und bezeichnen mit / 
die größte der beiden Zahlen A und A’; dann folgt aus (9) und (10) 
unter Anwendung des Satzes $ 96, III, daß die Fakultätenreihe 
rechter Hand in (13) sicher für N(x) >I + 1 unbedingt konvergiert, 
wenn außerdem R(x) > / angenommen wird, wo R(z) >! die Kon- 
vergenzgrenze von &2,(x) bestimmt. 

Betrachten wir weiter die Reihe: 


n=@ 


n!s!b A 
dr) De nee mer 


n=V 


wo s als eine feste positive ganze Zahl anzusehen ist, so ist klar, 
daß diese Reihe unter denselben Voraussetzungen wie (13) unbedingt 
konvergieren muß. 

Nach diesen Erörterungen setzen wir nunmehr in (13) nach- 
einander: 


na 


und addieren alle so erhaltenen Gleichungen, dann gelangt man 
offenbar zu einer Doppelreihe, deren Glieder wegen ihrer beson- 
deren Form willkürlich angeordnet werden dürfen. Somit ergibt 
sich die Formel: 


r=® 


B 


(17) (2): 2,0%) > ae 
wo der Kürze halber: 
(18) BSR 

s=0 


gesetzt worden ist. 

Die Formel (17) ist also sicher für Ra) >0, Ra)>1+1, 
R(2) >! anwendbar; geht man aber umgekehrt von der Reihe 
S2,(x) aus, so ergibt dieselbe Methode, daß die Formel (17) auch 
für Rx) > 0, Ra) >L Ra) >VY-+1 anwendbar sein muß. Damit 
ist folgender Satz bewiesen: 

Das Produkt zweier Fakultätenreihen 2(x) und 2,(x), die für 
Re) > I bzw. Ra) > 1 konvergieren, kann mittels der Formeln (12), 
(17) und (13) wieder in eine Fakultätenreihe entwickelt werden, die 
sicher für Rx) > 0, Ra) > 1, Rx) > konvergiert. 
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: 
$ 100. Anwendungen. Das Produkt 2). 


Für ein erstes Beispiel zu der in $ 99 entwickelten allgemeinen 
Theorie machen wir die Annahme: 
2a) = la) = Bla). 
Wir finden dann mittels $ 99, (3), (4): 


1 


2b DA 2 ) 
(1) (Ba)? -[° 1 FF tb dt, Ne) > — L: 
0 


daraus folgt ohne weiteres die Fakultätenreihe: 


s=@ 


3 s! 2°— 1 
DEN rege ne ee 


die nur unbedingt konvergieren kann. 
Für ein zweites Beispiel gelte die Annahme: 
Bl), al). 
wo a(&) die in $ 96, (8) definierte Funktion bedeutet. Es ergibt 
sich dann ohne res die Integraldarstellung: 


(3) (x): a(x)= je log( a .je-1 di, RAa>—ı 


und die Fakultätenreihenentwicklung: 


a s!b 
(4) B(@)- ala) - 2 a Re Ra) > 0, 
in der: 
=n j $ f 
0) bu= >) le ar elle =) 


s=1 
zu setzen ist; aus (5) folgt aber: 


3,1<4 Io Tee 
1 


D 12 Hu—— . 
und daraus, indem man n, = .„ oder n =, setzt, je nachdem 


n gerade oder ungerade ist: 


sn, I) 


Belt De n— ts EN een 


s=enHtl 
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Weiter ergibt sich: 
2 2 
ass ee 
d. h. die Reihe (4) konvergiert immer unbedingt, obgleich die für 
a(&) erhaltene Fakultätenreihe in dem Parallelstreifen O <NR(x) <1 
nur bedingt konvergiert. 


Für ein drittes Beispiel benutzen wir die Annahme: 
2a) = la) = ala). 


Wir erhalten zunächst: 
1 


(6) (aa | EI BE ia, K)>—1, 


4 —t 
ö 


daraus aber die Fakultätenreihe: 


s=o&0 


sie 
(9) UT E R(a) > 


s=1i1 


mit den allgemeinen Koeffizienten: 
er —1’—1 
(8) ÖZ Fer 
s=1 
Dieselbe Methode wie vorher zeigt, daß die Fakultätenreihe (7) 
immer unbedingt konvergieren muß, obgleich die beiden Faktoren in 
dem Parallelstreifen O<NR(x) <1 nur bedingt konvergieren. 


Eine noch wichtigere Anwendung gewinnt man, wenn: 
1 
2,(0) = En 
genommen wird. Wir erhalten so folgenden Satz, den schon 
Stirling!) formell gekannt hat: 


Für die für R(x) > A konvergente Fakultätenreihe: 


m. sla 
(9) I) => 2@ +1)... cs) 
besteht folgende andere Entwicklung: 
_D sa +++. +0) 
© 2 2 @FDE+Y + 


1) Methodus differentialis, p. 9; London 1730. 
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die sicher konvergiert, wenn sowohl Rx) > A als Rla)>0 an- 
genommen wird. 


Man findet z. B.: 


ot1l_ı 
u) Pia) I +N@+2Y: (ts) gti ? Ra) >0 
se» es): f 
BO Zee, emp) an 
s=0 


diese beiden Reihen konvergieren ebenfalls immer unbedingt. 

Aus den speziellen Formeln (4), (7) und (12) erhellt deutlich 
folgende eigentümliche Eigenschaft der Fakultätenreihe für das 
Produkt 2(2) - 2,(2): 

Die für das Produkt zweier Fakultätenreihen (x) und 2, (&) 
erhaltene neue Fakultätenreihe kann in einem Parallelstreifen un- 
bedingt konvergieren, in welchem keiner oder nur einer der Faktoren 
2x) und 2,(x) diese Eigenschaft besitzt. 


Aus der Fakultätenreihe $ 96, (9) ergibt sich ohne weiteres 
folgende andere: 


| fs! | 
el) Det ee 


oder, was offenbar dasselbe ist: 


Br 1a Neals—ı) I; en, Ra)>1. 


Daraus folgt unter Anwendung von (10): 


Dea—24t3—4t cc HoNcHn), 
nen) 
sl 


Diese Entwicklung konvergiert offenbar für Rx) > 0; somit 
haben wir eine neue eigentümliche Eigenschaft der Fakultätenreihen 
nachgewiesen, die sich folgendermaßen aussprechen läßt: 


Der Konvergenzbereich für das Produkt 2x) - 2,(x) kann einen 
Parallelstreifen enthalten, in welchem jedenfalls eine der ursprünglichen 
Fakultätenreihen sicher divergiert. 


Nielsen, Theorie der Gammafunktion. 17 
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$ 101. Differentiation und Integration einer Fakultätenreihe. 


Da die Fakultätenreihe: 


1 


s=n 

(1) 22) = e-at= ae ı 
ag u az 

in ihrem ganzen Konvergenzbereiche gleichmäßig konvergiert, so darf 

man sie sowohl gliedweise differentiieren als auch gliedweise inte- 

grieren. Wir wollen nunmehr die beiden Funktionen: 


RU), N a)da 


gleichfalls in Fakultätenreihen entwickeln. 
Für die Ableitung 2®(x) gilt zunächst wegen $ 47, (2): 


1 
(2) AO) — J oldlogt. w-1at. 
N) 


Setzt man daher: 

ey) lg, 
und bezeichnet man mit A und 4’ die kritischen Zahlen von ®&(t), 
während die entsprechenden Zahlen von ®(x) A und A’ heißen 
mögen, so kann man offenbar direkt die Resultate des $ 99 an- 
wenden; denn die Funktion log? hat die kritischen Zahlen O0 und 
— 1. Man findet also: 


(3) de #120 


je nachdem £ — 0 für p(t) eine singuläre oder eine reguläre Stelle ist. 
Weiter hat man für > —1: 


(4) A NEE 
und für = — 1: 
8) A Bi 


Unter Anwendung der Formel $ 98, (5) findet man demnach 
den Satz: 

Die Ableitung einer Fakultätenreihe 2x) läßt sich in eine 
Fakultätenreihe: 


a (& 4 a, ) 


s s—l1l 


(6) Ghz > I es) 


SS 


entwickeln, die sicher konvergiert, falls gleichzeitig Rx) > 4, R(&)>X, 
Rex) > O angenommen wird. 
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Da (1) in dem Integrale (1) einen endlichen und nicht oszil- 
lierenden Wert hat, so darf man die Formel $ 47,(9) anwenden 
und erhält so folgende andere Integraldarstellung: 


il 
(7) feoa — wloge+ K- Izoe-'aı, 
Ri 
wo K eine willkürliche Konstante bedeutet, während: 
Po DZ 1m 
® weuea 


gesetzt worden ist. 
Nun hat man aber wegen (1): 


(9) ga u ı — ed, -F Agt En Üs R = a,® + nn. 
während $ 28, (14) die weitere Entwicklung: 


(10) an a AD 
liefert, wo »,(®) das Stirlingsche Polynom bedeutet. 

Nach diesen Erörterungen hat die Funktion (9) offenbar die 
beiden kritischen Zahlen A und A’— 1, während die entsprechenden 
Zahlen für die Funktion (10) offenbar beide gleich Null sein müssen. 
Man hat daher mittels der Resultate des $ 98 für y(t) die beiden 
kritischen Zahlen: 

(11) ak. -h4=0, 

je nachdem = (0 für g(t) eine singuläre oder eine reguläre Stelle 
ist, und: 

(12) RR 

je nachdem A'<O ist. 

Eine direkte Anwendung der Formel $ 98, (5) ergibt daher 
den Satz: 

Für das unbestimmte Integral der Fakultätenreihe 2(x) hat man 
die Entwicklung: 


e er al, 
(13) Ay log 0 — (&la)da HK > ae 
s—0 


die sicher konvergiert, falls gleichzeitig Rx) > A, Rx) >, Ne) > 0 
angenommen wird, und wo der Kürze halber: 


(14) A=-- at Due ):a,_, 
s—0 
gesetzt worden ist. 
17* 
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$ 102. Differenz und endliches Integral einer Fakultätenreihe. 


Schon in $ 48 haben wir in den Formeln (1) und (8) Resul- 
tate angegeben, die unmittelbar auf die Fakultätenreihe: 


1 s3s=@0 
s!a 


(1) 2(2) = [yÜR-!dt = > ET 


() s=0 


angewendet werden können. Wir finden sonach die Integral- 


darstellungen: 


&) 42.) = [ou -Hde-iat, 
(3) af OT 4 I), 


wo J(x) der Periodizitätsbedingung J(® + 1) = J(x) genügen muß, 
sonst aber ganz willkürlich angenommen werden darf. 

Da nun die Fakultätenreihe 2(x + 1) sicher überall konver- 
giert, wo dies mit &(z) selbst der Fall ist, so ergibt sich un- 
mittelbar: | 
> s+N!a, 


) ARE) = — 2 ScHY. arg” 


und die Fakultätenreihe ist sicher überall konvergent oder divergent, 
wo dies mit &2(x) selbst der Fall ist. 
Aus (4) folgt weiter: 


6 Aa) - Dr ne 25 +7@ 


oder, was offenbar dasselbe ist: 


s=” 


sla 
6) ARE) - Pla) = 2 2 +1) SE +5) + J@). 


Die so erhaltene Reihe ist gleichfalls überall konvergent oder diver- 
gent, wo dies mit (x) selbst der Fall ist. 

Die Formeln (4) und (6) zeigen deutlich, daß die Fakultäten- 
reihen in der Differenzenrechnung für die Fundamentaloperationen 
genau dieselbe Rolle spielen wie die Reihen der negativen ganzen 
Potenzen für die Fundamentaloperationen der Analysis. Diese Ana- 
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logie tritt indessen noch deutlicher hervor, wenn man die Fakultäten- 
reihe folgendermaßen schreibt: 


3=8 & 
s=0 


Dann ergibt sich nämlich: 


8s—=R 


s+DA, 
(8) Ne Sen en 
s=( 


und: 


Me eo Den Be "(@F 9’ 


während die Potenzreihe: 


(10) 


in ähnlicher Weise die entsprechenden Formeln: 


SS 6+nDA, 
(11) I«e«) — > „+? ”, 
so ba he 
)dz — 4, log K=-— —mZ 
(12) as Aalen 2 >, 
liefert. 


Die Funktion P(x)—= D,logI'(x) spielt daher in der Differenzen- 
rechnung eine ähnliche Rolle wie log x in der Analysis. 

Aus $ 48, (4) findet man endlich mittels (9) folgende andere 
Formel: 


8106 s=® 


A 
EN OS ee neeeng 


s=0 


die schon Stirling!) bekannt war. 


$ 103. Über lineare Differenzengleichungen. 

Als weitere Anwendung der allgemeinen Formeln, die wir in 
den vorhergehenden Paragraphen entwickelt haben, wollen wir nun- 
mehr die lineare Differenzengleichung: 

sen 


(1) Da.) :fla+n — 9) = ga) 


s=0 


1) Methodus differentialis, p. 23; London 1730. 
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in Betracht ziehen, in der die Funktion g(x) und die Koeffizienten 
a,(x) sämtlich Funktionen bedeuten, die im Fakultätenreihen ent- 
wickelt werden können. Wir suchen zunächst für die Gleichung (1) 
eine partikuläre Lösung, die ebenfalls in eine Fakultätenreihe ent- 
wickelt werden kann. 


Zu diesem Zwecke setzen wir: 


1 s=@ 
6 SIR 4% N s!a, 
(2) 98) - po: “dt => 2z&tD..- ts) 
0 s=0 
und: 
ı 
(3) a) [wornidt, 5=0,1,2% 3 0,9; 
0 


wir haben dann eine Funktion ®(f) so zu bestimmen, daß das be- 
stimmte Integral: 


(4) f(&) -[ Dt)er-1dt 


eine Lösung von (1) darstellt. 
Unter Anwendung der Formeln $ 99, (3), (4) findet man: 


a(a)- fe +n— s) - (near, 


wo der Kürze halber: 


1 
u) -[ul)o@e- a 


gesetzt worden ist; es kommt also darauf an, die noch unbekannte 
Funktion &(t) mittels (1) so zu bestimmen, daß identisch: 
1 


(6) SrW ao@a: - 90 


t 


wird, wo: 
= ’ 
(6) rl) =D): 
s=0 


zu Setzen ist. 


Es leuchtet ein, daß die allgemeine Bestimmung von ®(t) aus 
Gleichung (5) überaus große Schwierigkeiten darbietet, ja, man darf 
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wohl sagen, daß eine solche Bestimmung im allgemeinen nicht 
möglich ist. Für unsere Aufgabe kommt es aber noch besonders 
darauf an, daß die Funktion ®(t), wenn sie bestimmt worden ist, 
den Bedingungen des $ 95 Genüge leistet. 

Die von uns gestellte Aufgabe ist daher, wenn sie überhaupt 
möglich ist, als eine sehr schwierige zu bezeichnen. 

Wir wollen nunmehr den Spezialfall der Gleichung (1): 


(7) Da, fe+n—s) = 9() 

s=0 
betrachten, wo die Koeffizienten a, sämtlich konstant sind, während 
9(z) durch die Formel (2) bestimmt ist. Wir finden in diesem 
Falle für die in (4) vorkommende Funktion den Ausdruck: 


(8) 2-7, 
wo der Kürze halber: 
(9) FO) =" +at +0" ?+.. +a, ıtHta, 


gesetzt worden ist. 
Unsere Funktion ®&(t) läßt sich demnach als eine Summe von 
Gliedern von der Form: 


/ kop(t) 


darstellen, wo % eine endliche Konstante bedeutet, während r eine 
positive ganze Zahl ist, die nicht größer als n sein kann. Aus (10) 
findet man aber wegen (2) unmittelbar: 

r=p 


| EN — __?" rt+s—1)\, _@p-s 
ee 


r=0 


Setzt man nun |1—«|>1 voraus, so leuchtet ein, daß sich die 
Funktion &(1—t) im Innern des Kreises |{| = 1 regulär verhält. 
Damit haben wir folgenden Satz bewiesen: 

Die notwendige und hinreichende Dedingung dafür, daß die Glei- 
chung (7) eine Fakultätenreihe als Lösung besitzt, ist, daß die ganze 
rationale Funktion (9) keine Nullstelle im Inmern des Kreises 
|1—-t|=1 besitet. 

Aus (11) findet man folgenden weiteren Satz: 

Wenn die ganze rationale Funktion F(t) keine Nullstelle auf der 
Peripherie des Kreises |1—t|=1 hat, so füllt der Konvergenz- 
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bereich der für f(x) erhaltenen Fakultätenreihe mit demjenigen von 9(&) 
zusammen. Im anderen Falle muß man außerdem noch Rx) >r — 1 
annehmen, wenn r die größte Ordnung der Nullstellen von Ft) be- 
zeichnet. 

Die Koeffizienten der Fakultätenreihe für f(x), welche sich 
mittels (11) und vermöge der analogen Formeln bestimmen lassen, 
werden allerdings sehr kompliziert. 

Wir bemerken noch, daß das Integral: 

1 


(12) AO En .pidt, 


falls es nur einen Sinn hat, immer eine Lösung von (7) darstellt, 
selbst wenn es nicht in eine Fakultätenreihe entwickelt werden kann. 

Nach diesen allgemeinen Erörterungen betrachten wir jetzt die 
Gleichung erster Ordnung: 


(13) fa +1) = —-f(a) + 9a), 


wo o® eine Konstante bedeutet. Wir finden für die Funktion ®(t), 
welche in (4) eingeht, den Ausdruck: 


(14) D(t) = pt); 
unter der Bedingung: 


rs, Ro)<t 


aa — 


ergibt sich daher die Fakultätenreihe: 


> z = s! @ 0 
(15) f(a) aa nn (at (=) b,_1+--- 
s=l 


AR N b,) 


und die Integraldarstellung: 


1 
(16) a) 4 Porta 
0 
dies Integral genügt aber immer der Gleichung (13), falls es über- 


haupt einen Sinn hat. 


In dem speziellen Falle, wo g9(x) = n angenommen wird, findet 


man für die Gleichung: 


(17) fa+D=-— f)+ + 
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die partikuläre Lösung: 


1 s=@ 
[0) en s! a 
ae) Fe a Der 5; 
0 s=0 
die Annahmen © = — 1, 0 = > führen also wegen $ 96, (7), (9) auf 


ß(z) bzw. a(z) zurück. 


Kapitel XIX. 
Multiplikation des Argumentes in (2(r). 


$S 104. Transformation eines bestimmten Integrals. 


Aus den Integraldarstellungen $ 96, (1), (6) einer Fakultäten- 
reihe: 


a) 2a) = | pie -'at - [feeds 


findet man, wenn «& eine endliche von Null verschiedene Konstante 
bedeutet, daß: 


(2) (0) (<) - (pie "ar [fee “as 


sein muß. Um nun für die Funktion (2) die Möglichkeit der Ent- 
wicklung in eine Fakultätenreihe in x zu untersuchen, müssen wir 
vor allem die Integrale in (2) auf die Form (1) bringen. 
Zu diesem Zwecke setzen wir in dem letzten Integral (2) 
2= eu und finden so folgende Integraldarstellung: 
al 


sn 
@& 


(3) 2(*) = [ste etzdu; 
es ist nun in (2): j 
f2) = ple‘) 

zu setzen. Somit bleibt uns noch übrig, das Integral (3) weiter 
umzuformen. 

Wir konstruieren deshalb um den Ursprung O als Mittelpunkt 
mit einem sehr großen Radius R einen Kreis, der die Achse der 
positiven Zahlen im Punkte A, den Radius aber, der durch den 
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Punkt " hindurehgeht, im Punkte B schneidet. Nehmen wir ferner 


an, daß die Funktion g(e”““) im Innern oder auf der Begrenzung 
des Kreissektors OAB keine singuläre Stelle hat, so ist nach dem 
Satze von Cauchy: 
(4) Io re de =08 

AOB 


Setzt man daher: 


ei > 


ee 


so ergibt sich aus (4) die weitere Identität: 


1 
0 Kleimfermegengeie, 
0 


nachdem man in dem längs AB zu erstreckenden Kreisbogen- 
integrale: 
er) 
uv= Re" 
eingeführt hat. Da nun offenbar: 
a N 
ist, so leuchtet ein, daß die reelle Komponente dieser komplexen 


Zahl positiv und sehr groß sein muß, falls nur — - <o<+H _ 
angenommen wird. 

Betreffs der Funktion @(f) setzen wir nunmehr voraus, daß es 
möglich sei, eine solche reelle Zahl A zu bestimmen, daß: 


(6) lim | pt) —| ER 0 
2]|=0 


ao’ 


ist, je nachdem N(x) 2A angenommen wird. Unter diesen Voraus- 

setzungen kann man offenbar im ganzen Integrationsintervalle: 
e-zRe-i9, p(e-«rer'®) erE e=(@- ar)Re-id 

setzen; somit verschwindet das Integral rechter Hand in (5), sobald 

R über jede Grenze hinauswächst, wenn man gleichzeitig: 

(d) Ne)>0, Nea—ei)>0 

voraussetzt. Es ergeben sich also aus (3) und (5) die beiden 


Integraldarstellungen: 


1 


(8) 2(e) iR Sswr-a = | fe)e rdz. 
v X 
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Natürlich muß man ursprünglich über « und x so verfügen, 
daß die beiden Integrale in (2) einen Sinn haben; die gewöhnlichen 
Überlegungen zeigen dann, daß die Formeln (8) überall richtig 
bleiben, wo die darin vorkommenden Ausdrücke analytische Funk- 
tionen darstellen. 

Unter den Voraussetzungen (6) und (7) ist es demnach ge- 


lungen, die Funktion 22) auf die für eine Entwicklung in eine 


Fakultätenreihe mit dem Argumente x notwendige Integralform zu 
bringen; hieraus folgt aber noch gar nicht, daß eine solche Ent- 
wicklung wirklich auch möglich ist. Wie wir nun zu zeigen haben, 
ist dies im allgemeinen nicht der Fall. 


$ 105. Durchführung eines Spezialfalles. 


Nach den vorhergehenden allgemeinen Erörterungen wollen wir 
nunmehr den spezielleren Fall untersuchen, in welchem die Funktion 
p(t) entweder eine ganze transzendente Funktion in £ bedeutet 
oder doch nur die einzige endliche singuläre Stelle = 0 besitzt, 
und zwar so, daß im letzten Falle die Bedingung $ 103, (6) be- 
friedigt ist. 

Ist p(t) eine in t ganze transzendente Funktion, so muß man 
offenbar in $ 104, (2): 


@ r(2)>0 
annehmen; die Formeln $ 103, (8) bleiben dann richtig, falls überdies: 
(2) Ne) >0O 


vorausgesetzt wird. 

In diesem Falle hat nun die Funktion @(f“) in t=0 eine sin- 

guläre Stelle; aus der Identität: 

D,p(i) = at«=3. gta) 
kann nun unmittelbar gefolgert werden, daß die Bedingung $ 103, (6) 
befriedigt wird, falls man N(x) > R(— «) voraussetzt. Substituiert 
man noch «z statt x, so ergibt sich der folgende Satz: 

Falls p(t) eine in t ganze transzendente Funktion bedeutet, 
kann (x) in eine Fakultätenreihe nach «x entwickelt werden, die 
sicher konvergiert, wenn gleichzeitig: 

(3) Kae)>09, Rlax+ta)>0O 


angenommen wird. 
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Als Beispiele kann man die beiden Funktionen P(x) und PB(«) 
wählen. 

Im zweiten Falle, wo t=0 eine singuläre Stelle von p(t) ist, 
doch so, daß die Bedingung $ 103, (6) befriedigt wird, hat offenbar 
die Funktion p(t°) füt N(e)>0 in t= 0 auch eine singuläre Stelle 
derselben Natur; nur muß man AN(e«) statt A selbst einführen. 

Setzt man wieder «x statt x, so erhält man folgenden anderen 
Satz: 

Wenn t=0 die einzige im Endlichen gelegene singuläre Stelle 
von g(t) ist, und zwar so, daß sie der Bedingung S 106, (3) genügt, 
so läßt sich Q(x) in eine Fakultätenreihe nach «x entwickeln, die 
sicher konvergiert, wenn gleichzeitig: 

(4) N(e)>0, ReaeANe) 
angenommen wird. 

Als Beispiel nehmen wir (tl) = : - Daraus folst: 


s—=n 


1 s! 
So ee Ra)>1; 
s—( 
unsere allgemeine Methode liefert dann die allgemeinere Formel: 
1 < s! ae+s—1 \ “; 
a en | x jB N) > Re). 
KU) 


Was die Koeffizienten der neuen Fakultätenreihen betrifft, die 
wir hier untersucht haben, so kommt es darauf an, die nach £ ge- 
nommenen höheren Ableitungen von gp(t“) zu berechnen. Für diese 
Ableitungen besitzen wir zwar allgemeingültige Formeln®), sie sind 
indessen sehr kompliziert. Wir bemerken daher, daß unsere Unter- 
suchungen in $ 110 für diese Koeffizienten weit einfachere Aus- 
drücke liefern. 


$S 106. Der allgemeine Fall. 


Wir wollen nunmehr den allgemeinen Fall untersuchen, in 
welchem die Funktion p(f) im Endlichen andere singuläre Stellen 
als = 0 besitzt. Zu diesem Zwecke setzen wir: 

1 
(1) a= ge, zer, 2 00 


1) Schlömilch, Kompendium, Bd. II, p. 9; 1879. 
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wo sowohl O<v<2x als O<r<2r vorauszusetzen ist; dann ist 


offenbar: 
(2) elogrtiv — e(logo+tir)(gcosw+tigsin o), 


Weiter beschreiben wir mit dem Radius 1 um die Mittel- 
punkte (0,0) bzw. (1,0) zwei Kreise CO, und (C,; wenn nun die 
Funktion 2 


werden kann, so darf die Funktion @(z°) keine singuläre Stelle «m 
Innern des Kreises CO, besitzen, d.h. es muß für jede singuläre 
Stelle 2 dieser Funktion die Bedingung: 


(3) 6>2cost 


un 


=) wirklich in eine Fakultätenreihe nach & entwickelt 


befriedigt sein; daraus folgt wegen (2): 


logr +» cosw+(v+2pr) sin 
(4) e Q >2 cos (2 |" 2pr) cos = logr - sin 2 
er ? 


wo p eine willkürliche positive Zahl bedeutet. 

Es sei nun « eine komplexe Zahl, so daß sino von Null ver- 
schieden ist; alsdann ist es möglich, über die ganze Zahl p so zu 
verfügen, daß der Ausdruck linker Hand in (4) beliebig klein wird, 
während der Ausdruck rechter Hand größer als 1 ist, so daß die 
Bedingung (4) nicht erfüllt ist. Damit haben wir den Satz bewiesen: 

Falls g(t) außer =V singuläre Stellen im Endlichen besitzt, 
so kann die Konstante « jedenfalls nur reelle Werte annehmen. 

Wir setzen demnach in (4) sin o=0,d.h. @=2gz, weil ja 
immer N(«) > (0 angenommen werden muß; somit ergibt sich die 
einfachere Bedingung: 


(5) ze > 2 008 (2?), 


der also für jeden anderen singulären Punkt von gp(t) außer = 0 
genügt werden muß Daraus fließt der Satz: 

Wenn die absoluten Beträge der singulären Stellen von Y(t) 
außer = 0 micht sämtlich größer als 1 sind, darf « nur rationale 
Werte annehmen. 

Ist nämlich r <1 und « irrational, so bleibt die Größe linker 
Hand in (5) stets kleiner als 1, während man über p so verfügen 
kann, daß der Ausdruck rechter Hand größer als 1 wird; dies ist 
aber unmöglich. 
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$ 107. Über die rationalen Werte des Multiplikators. 


Wir betrachten jetzt den Fall, in welchem « nur rational sein 
darf, und wollen den interessanten Satz beweisen: 

Darf & nur rational sein, so kann sein Zähler nur die Werte 1, 
2 oder 3 annehmen. 

Nimmt man in diesem Falle von dem Winkel rechter Hand 
in $ 106, (5) die eventuellen Multipla von 2x weg, so darf der so 


. . ä . TC 7 . 
reduzierte Winkel nicht zwischen den Grenzen — 5 und + = liegen. 


Ist nämlich: 


[41 bv ’ f 2 
@) ni, Yartöge, m2V2H, 


a . B . . ei . 
wo ein irreduzibler Bruch ist, während q eine ganze Zahl be- 


deutet, und setzt man: 


2bpr ara 
a rend, 
[7 [7 745%, 


so folgt daraus: 
(2) bp as==H, 
wo r und s ganze Zahlen bedeuten. 

Die Diophantische Gleichung (2) gestattet immer, welchen ganzen 
Wert man auch r zuerteilen mag, ganze Lösungen in p und s, weil 
a und b zueinander prim sind. 

Es sei demnach «a > 4, dann ist es möglich, eine positive ganze 
Zahl m so zu bestimmen, daß: 


MT 
a 


m 1 


(8) Hir>v> 


wird; weiter behaupte ich, daß es außerdem möglich ist, eine ganze 
Zahl r so zu bestimmen, daß gleichzeitig: 
mn Ar 214 (m + 1) ar ed 


(4) an a 


a 3} 


wird; die Ungleichungen (4) sind nämlich richtig, falls nur r so 
bestimmt wird, daß: 
(5) 3m ta>6br>3m—a-+3 
ist, und die neuen Ungleichungen (5) sind, wie man leicht einsieht, 
für « > 4 immer möglich. 

Nachdem r aus (5) bestimmt worden, kann p aus (2) gefunden 
werden, und der Winkel: 

’ ara 


N 
a 


genügt den beiden Ungleichungen (4). 
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Setzt man endlich m 1) - a <vV<— ” voraus, so kann man 
in ähnlicher Weise verfahren, und damit ist unser Satz bewiesen. 


$ 108. Anwendungen auf f(x). 


Die Funktion ß(x) gestattet eine schöne Anwendung der vorher- 
gehenden Sätze. Aus der Integraldefinition: 


1 
” z—1 
(1) Bo) jzde, Re) >0 
0 
folgt unmittelbar, daß p(z) n z= — 1 eine singuläre Stelle hat, so 
daß der Multiplikator « nur rationale Werte annehmen darf. 
Dem Satze des $ 107 zufolge betrachten wir daher die beiden 
verschiedenen Fälle «—=2, «=. 
1) «=2; man findet hier mittels $ 104, (8): 


il 
y a gel 
(2) (5) = 2. Ta Ra 
Da nun für die hier vorkommende Funktion: 


1 
p(E) = as 
bekanntlich: 


N) in 


2 ö 


ist, so ergibt sich aus (2), wenn man zuerst 2x statt x einführt, 
die Fakultätenreihenentwicklung;: 


an sin Garen 
: s! e 
(3) B(«) =>; 22@2 +1): -QArt) 1 > 
s==( 0 


die in der ganzen x-Ebene außer in den Polen anwendbar ist. 
2) «=; eine einfache Rechnung ergibt hier mittels $ 104, (8): 


9 BC)-B@ [Erz eat, Ra)> 0 


Daraus erhält man durch ein ähnliches Verfahren wie vorher die 
Entwicklung: 
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s+1 


s=o® s! sin Le > 


(5) Be) -BED+2 Dygaa Ey. Bat’ 


s=0 


die für N(x) > 0 konvergiert. 


Setzt man in (5) = statt x, so konvergiert die Fakultätenreihe 


nur bedingt in dem Parallelstreifen O<NR(x) <1. Eine Anwen- 
dung der allgemeinen Formel $ 100, (10) ergibt folgende andere 
Entwicklung: 


n ——=@ s!- sin ee 
een EM? 
(6) 63) -B(@) Dee Ra) > 0, 


die nur unbedingt konvergieren kann 


Kapitel XX. 
Methoden von Stirling. 


$ 109. Erste Methode von Stirling. Asymptotische Reihe für (x). 


Stirling!) hat eine Methode angegeben, durch welche die 
Fakultätenreihe: 


s—=@ a 
u) AI zeF9 ern 


formell in eine Reihe von negativen ganzen Potenzen von x ent- 
wickelt werden kann. Um die Anwendbarkeit dieser formalen 
Methode von Stirling zu untersuchen, gehen wir von der elemen- 
taren Identität: 


BR ben Ce er 
en De! = ee 


aus; die bekannte Dekompositionsformel: 


s=r 


(8) x(& +1) an ED u Ss 


ergibt dann wegen (2), wenn man in dieser Formel der Reihe nach. 


alla ar 


1) Methodus differentialis, p. 13; London 1730. 
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setzt und dann die so erhaltenen Ausdrücke in (3) einführt, die 
weitere Identität: 


1 SING 
(4) ze +1): (e-+ rn arts+i a 
s=0 


wo die Koeffizienten &’,, die in $ 26, (10), (11) eingeführten 
Stirlingschen Zahlen zweiter Art bedeuten, während der Kürze halber: 


(8) A,,.(@) = De lt) 


gesetzt worden ist. 
Setzt man nun aber in (1): 


s=n—l 
(6) 2a) Da eo 


so ıst offenbar: 


1 — Ants 
Ge Ense (4 n+1 + 2 erarn- ee 


transformiert man demnach mittels (4) jedes Glied der Summe 
rechter Hand in (6), so ergibt sich folgende Formel: 


se 


(8) 2Ala)= > + R,@), 
SE 
wo der Kürze halber: 
A, = 4, 
(9) s=r—2 


A, => ER 


gesetzt worden ist, während man für das Restglied folgenden Ausdruck: 


(10) R,@)=B,(@)+4,A, 1) + AA, a)t + An An, n-1®) 
findet. 

Wenn nun in (8) R,(x) der Grenze Null zustrebt, falls man » 
über jede Grenze hinauswachsen läßt, so gelangt man zu der von 
Stirling angegebenen Reihe: 


s=w@ 


(11) 2x) = 


s=1 


die somit für jeden Wert von x anwendbar ist, für den R,(x) die 
obengenannte Eigenschaft besitzt. 


Nielsen, Theorie der Gammafunktion. 18 


274 Dritter Teil. Theorie der Fakultätenreihen. 


Wenn aber die Reihe rechter Hand in (11) für jeden endlichen 
Wert von x divergiert, so hat sie dennoch eine andere interessante 
Eigenschaft. 

Bedeutet n eine bestimmte endliche positive ganze Zahl, so ist 
es wegen (5) möglich, eine so große positive Zahl P anzugeben, 
daß für |a|<o: 

(12) a" 4.) | Sr r=2,3,4,...,n 
wird, wo & eine vorgegebene positive Größe von beliebiger Kleinheit 
bedeutet. 

Was das Restglied B,(x) betrifft, so konvergiert offenbar die 
eingeklammerte Summe rechter Hand in (7) für jeden Wert von «, 
der im Konvergenzbereiche der Fakultätenreihe 2(x) gelegen ist, 
außer für die negativen ganzen Werte, die kleiner als — » sind. 

Mit dieser Einschränkung über die Lage des sehr entfernten 
Punktes « ist es demnach möglich, die vorher genannte Zahl 0 so 
zu bestimmen, daß zugleich: 


(13) ar B,(@)| < 
wird; daher wird unter diesen Voraussetzungen wegen (10): 
(14) I« R,(@)l<e; 
also ist nach der Definition von Poincare®): 
(15) KDD, 
s=1 


wo das Zeichen — eine asymptotische Gleichheit bedeutet. Wir 
haben damit folgenden Satz bewiesen: 

Falls die Stirlingsche Transformation der Fakultätenreihe 2(x) 
auf eine divergente Reihe führt, liefert sie die asymptotische Reihe (15), 
die in jedem sehr entfernten Punkte des Konvergenzbereiches von 2(x) 
mit Ausnahme der Achse der negativen reellen Zahlen anwendbar ist. 

Wir wollen die Tragweite dieses Satzes noch im einzelnen unter- 
suchen und setzen zu diesem Zwecke: 

= \al.e®. 
Es sind dann folgende drei Fälle möglich: 

1) 2(&) ist in der ganzen x-Ebene konvergent; dann gilt die 

asymptotische Reihe (15), falls —n << + angenommen wird 


1) Acta Mathematica Bd. 8, p. 297; 1886. 
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2) Der Konvergenzbereich von (x) enthält die Achse der 


F CT TC P14 
imaginären Zahlen; dann muß man — = <0SsH — annehmen. 


3) 2x) ist für R(x)—=0 divergent; es muß dann — Z< 9<+ > 


sein. 
Wir kehren nun zu den Integraldarstellungen $ 96, (1), (6): 


(16) 2x) -[» (dir tat [nee :2dz 
zurück, in denen: 


(17)  Yrgmd) — A 


und: 

fe) = P(), HU -fl- lost) 
gesetzt werden möge; aus dieser Definition von f(2) geht deutlich 
hervor, daß diese Funktion im Bereiche der Stelle z2= 0 analytisch 
ist. Eine Verbindung der Formeln (9) und $ 27, (3), (4) liefert 


dann unmittelbar die Entwicklung: 


(18) Dt 


s=0 
und die Taylorsche Reihe: 


s=n—1l 


(19) oe 


s—=( 
Daraus fließt der Satz: 

Führt man in das letzte Integral (16) die Entwicklung (18) ein 
so ergibt die gliedweise Integration die Stirlingsche Reihe (11), falls 
sie konvergiert; sonst gibt (19) die asymptotische Reihe (15) mit dem 
Restgliede: 


(20) R, (%) -/ 3,0%) e+#0B, 
0) 


+ B,@) 


das jedoch im allgemeinen nur einen Sinn hat, wenn dies mit dem 
Integral (16) der Fall ist. 

Wir bemerken endlich, daß man aus (8) für das Restglied 
R,(«) folgenden Ausdruck findet: 


K 
(21) R,(@) = art 


wo Keinem endlichen Grenzwerte zustrebt, wenn |x| über jede Grenze 


hinauswächst. Aus (21) findet man aber unmittelbar den neuen Satz: 
18” 
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Die asymptotische Reihe (15) darf differentiert und integriert 
werden, ohne ihre asymptotische Eigenschaft zu verlieren; die beiden 
so erhallenen asymptotischen Reihen: 


s=n—1l 


(22) RUE)» De _. 


(23) fe@da — AU,lge+Ko y 2 


s=1 
sind anwendbar, wenn dies mit (15) selbst der Fall ist, obgleich die 
für die beiden Funktionen (22), (23) erhaltenen Fakultätenreihen im 
allgemeinen nicht denselben Komvergenzbereich wie Q(x) selbst haben. 


$ 110. Zweite Methode von Stirling. 


Umgekehrt hat Stirling!) auch eine Methode angegeben, mittels 
der man die Reihe der Er ganzen Potenzen: 


A) 2(a) = .. I+, ot 


formell in eine ee en kann. Um die Anwend- 
barkeit dieser formalen Methode zu beurteilen, gehen wir von der 
Stirlingschen Formel $ 30, (4) oder $ 96, (13): 


sS=@ 


j osTrH1 
> ee eo 
1 


S_EN— 


aus, nach welcher die einzelnen Glieder der Reihe (1) in eine 
Fakultätenreihe entwickelt werden können. Wir erhalten so rein 
formell folgende Entwicklung: 


U, AU tAL+: en 
DEN Me > ee 


Es sei nun: 


%s le) SS a j g 


und: 
HD PA-A-UHLDICAU + OU +- + U), 
s=1 


dann ergibt sich wegen $ 27, (3), (4) die Identität: 
ve)=rle, PM=FL-logt). 


1) Methodus differentialis, p. 11—12; London 1730. 
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Damit haben wir wegen (3) den Satz bewiesen: 

Es sei von einer Funktion 2(x) bekannt, daß sie in eine Fakul- 
tätenreihe entwickelt werden kann; stellt man diese Funktion durch 
die Reihe (1) dar, die entweder konvergent oder asymptotisch ist, so 
ergibt die formale Methode von Stirling immer die Fakultätenreihe für 
2x), gleichviel ob (1) konvergiert oder divergiert. 

‚Wenn die Reihe (1) für || > e konvergiert, so läßt sich, wie 
Jensen!) gezeigt hat, ohne Mühe in aller Strenge beweisen, daß 
die Methode von Stirling eine Fakultätenreihe liefert, die sicher 
für R(@) > o konvergiert. 

Allein diese Methode ist unmöglich als independente Methode, 
denn erstens ist die Konvergenz der Reihe (1) eine für die Fakul- 
tätenreihe ganz fremde Bedingung, und zweitens liefert diese Methode 
kein Mittel zur Bestimmung des wirklichen Konvergenzbereiches der 
so erhaltenen Fakultätenreihe. 

Andrerseits kann diese zweite Stirlingsche Methode als for- 
male Methode sehr vorteilhaft sein, wenn man zuerst die Existenz 
der Fakultätenreihe nachgewiesen und ihren Konvergenzbereich be- 
stimmt hat. 

Wir erwähnen einige Beispiele dieser formalen Anwendung der 
obengenannten Methode: 

1) Aus $ 109, (22), (23) findet man vermöge (3) die Ent- 


wicklungen: 


2 EN We! 
DOREEN! s A 5 Gel 
oe 202,2 2@+V@F 9. CF 
A, log x [de +K= s + 
Ws 2 U; 
M) lese 
2C+N@+ 29: @F 9) ; 


s=1 


die ja formell nıcht komplizierter sind als die Reihe (3) selbst. 

2) Dividiert man die Formel (1) durch x, so ergibt eine An- 
wendung von (3), nachdem man wieder mit x multipliziert hat, 
folgende Entwicklung: 


sS=X 


CITEHNTE a 
(8) 2a -D- en 
s—tL 


@+Y@+Y a4) 


die auch formell (3) ganz ähnlich ist. 


1) Nyt Tidsskritt for Mathematik, Bd.2B, p. 70ff.; 1891. 
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3) Aus (1) findet man: 


(9) 2a) = A, & + “ = A A, Sn ER, 


Demnach ergibt unsere Methode folgende Fakultätenreihe: 


oo 


> AU +ıet!+ U a Sch Or 


ax + 1)(eac +2) - Er 2 


(10) 2a) = 


s=1 


die (3) formell ebenfalls ganz ähnlich ist. 

Das letzte Beispiel zeigt die Unzulänglichkeit der Stirlingschen 
Methode als independenter Methode am deutlichsten; denn die for- 
male Anwendung dieser Methode ergibt für jeden endlichen, von O 
verschiedenen Wert von « stets die Reihe (10), obgleich wir wissen, 
daß eine solche Reihe nur ausnahmsweise existiert. 


$ 111. Asymptotische Entwieklung für 2(x + y). 


Wir kehren nun zur Integraldarstellung einer Fakultätenreihe: 


(1) a) = | Meo)e-'de 
o 
zurück. Aus den beiden Entwicklungen: 
) EIN NER 
f() Su 2, rn Sn )y gs 
s=0 s=0 


folgt ohne weiteres folgende andere: 


@) ev f(e) De EEIONEN 


in welcher der Kürze halber: 


Sn 


(8) LNDEDe N 


s—=( 


gesetzt worden ist. 
Da nun wegen (1): 


2a +Y) -/ f(e)e”’Y. e°*de 
o 
ist, so ergibt die erste Stirlingsche Methode die Potenzreihe: 


(4) Lat) -D 2, 


Sl 
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falls sie wirklich konvergiert, d. h. falls &(x) selbst in eine solche 
Reihe entwickelt werden kann. 
Wenn dies nicht der Fall ist, gehen wir von der elementaren 


Identität: 
e 1)'y ae Day 
3 Pu Tora ty) 


aus und erhalten so nach r-maliger Differentiation nach y: 


ea len) 


Daraus gewinnt man ohne Mühe folgende andere Identität: 


Sn s=(0 


U, Us (9) 
5 — m > + R,(a, 
( ) En (x + y)* — ( Yy), 
wo der Kürze halber: 
ee 
DI BEI en en 


gesetzt worden ist. 
Wenn nun |y| als endlich vorausgesetzt wird, so erhält man 
aus (D) und $ 109, (15) vermöge (6) den Satz: 


Es sei N eine endliche Größe; dann gilt die asymptotische 
Entwicklung: 
sn IR 
(9) Std, 


s—=1 
wenn nur der sehr entfernte Punkt (x + y) im Konvergenzbereiche der 
Fakultätenreihe Q& gelegen st. 
Eine Anwendung der Formel $ 110, (3) liefert dann ohne 
weiteres die Fakultätenreihenentwicklung: 


= ULF AUNLE TU) 
Na ee 


s=1 
Wir bemerken noch, daß der eben bewiesene Satz häufig dazu 
dienen kann, den Bereich, in welchem die für &(x) erhaltene 
asymptotische Reihe $ 109, (15) giltig bleibt, zu erweitern. 
Wir gehen nämlich von der Differenzengleichung: 


(IE Dee +n-9)=1) 


s=U 
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aus, wo die Koeffizienten «, sämtlich konstant sind, die gegebene 
Funktion g(&) aber in die asymptotische Reihe: 


(10) NORDIE 


s=1 
entwickelt werden kann, und so daß (10) für jeden sehr entfernten 
Punkt der «-Ebene anwendbar ist. 
Setzen wir nun voraus, daß die für &(x) erhaltene Fakultäten- 
reihe für N(x) > A konvergiert, so lassen sich die Funktionen: 


(11) 2Le+1), Le +2): , Ze +) 


sämtlich in asymptotische Reihen entwickeln, die für: 


2 |n|e”2, - -<0<+ = 
giltig bleiben. 
Es sei nun wie gewöhnlich: 


(12) DO 


die aus (7) für y=O erhaltene asymptotische Reihe; dann ist wegen 
(9) und (10) für jedes ganze, nicht negative r: 
s=n—1 2 

13 Y,— ı( — a U,(n—s ) 
(13) a 

Denken wir uns nun R(e)> A41—1, so sind die Funktionen 
(11) sämtlich nach (7) zu entwickeln, und die Identität (13) zeigt, 
daß (12) auch noch in diesem Falle richtig bleibt. Dasselbe muß 
dann weiter für R(x)> A — 2 der Fall sein; somit ergibt die voll- 
ständige Induktion den Satz: 

Ist die Fahultätenreihe A(x) Lösung der Differenzengleichung (9), 
so bleibt die asymptotische Reihe (12) immer für 


2= ale, -Z<0<+7 


richtig, oder die asymptotische Gleichheit (12) bleibt auch für 
Nla) <O richtig, wenn nur dann |R(x)| endlich ist. 


$ 112. Entwicklungen für 2(u + iv), bei reellen u und v. 
Wir haben hier noch die Funktion 2(u + iv) zu untersuchen, 
in der v und v reelle Größen bedeuten. Falls eine dieser beiden 
Größen endlich bleibt, so reicht die Formel $ 111, (7) für die 
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asymptotische Darstellung aus, es bedarf daher nur der Fall einer 
besonderen Untersuchung, in welchem sowohl |«| als |v| sehr 
groß sind. 

Zu diesem Zwecke ziehen wir es vor, eine noch allgemeinere 
Aufgabe zu lösen, indem wir die Funktion (x + iy) untersuchen, 
in der z und y ganz willkürliche reelle oder komplexe Zahlen be- 
deuten. Wir haben daher jeden der drei folgenden Fälle für sich 
zu untersuchen. 

1) |yl bleibt endlich, so daß © die eigentliche Veränderliche 
ist; die Formel $ 111, (7) liefert dann unmittelbar folgende asymp- 
totische Entwicklung: 


| un AG 
(A) Lat) > nn 
sl 
2) |x| bleibt endlich; wir erhalten in ähnlicher Weise: 
er sen Fa) s 
(2) 2 (a + iy) re. 
s—=1l 


Die beiden asymptotischen Entwicklungen (1) und (2) bleiben 
also sicher brauchbar, falls nur der sehr entfernte Punkt (x + iy) 
im Konvergenzbereiche der Fakultätenreihe 2(z) liegt. 

3) y:x bleibt endlich; wir setzen hier: 

(3) Z=1rC089, y=-rsinp, y=xXtlgp, 2H+tiy=re'?, 
7 
z 


ausgeschlossen sind, wenn s eine ganze Zahl bedeutet. Es ist dann 
wegen (3) und $ 111, (12): 


ß el) Br —spi 
(4) Rat) DT, 


s=1l 


wo g eine endliche Größe bedeutet, für welche die Werte s-- 


zu setzen. Wir erhalten offenbar aus (4) wegen (3) zwei ähnliche 
Entwicklungen, wenn wir x oder y statt r einführen. 

Was die Entwicklung von 2(x + iy) in Fakultätenreihen betrifft, 
so liefert die Formel (1) vermöge $ 111, (8), wenn dort iy statt y 
eingeführt wird, sicher eine solche Entwicklung, während dies für 
(2) oder (4), wie wir in Kapitel XIX’ gezeigt haben, jedenfalls nur 
dann möglich ist, wenn die zu 2(x) gehörige Funktion g(f) ent- 
weder in t eine ganze Transzendente ist oder keine andere endliche 
singuläre Stelle als = O besitzt. 
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Wir betrachten zuerst den Fall, in welchem g(t) eine ganze 
transzendente Funktion ist. Die Methode des $ 104 ergibt, dab: 


5) 2a +iy)= fr@) ae di=- for trei.widt 


sein muß, falls R(x r iy) > angenommen wird. 
Die Formel (2) gibt demnach unmittelbar wegen $ 111, (8) 
die gesuchte Entwicklung: 


Aa + iy) = U, ( ee. 


(6) nn 22 20H aaa Er SE +4? TE (x) ) 
>> yy+D@+2D.y+9 i 


Al 
die für A(y) > 0 konvergiert. 
In ähnlicher Weise findet man die zu (5) analoge Darstellung: 


[6 1 
(7) Latin =ernf (een | pr rat, 
0 5 


in der man also: 


Re-m)>0, Ratiy>o 
annehmen muß. Somit liefert (4) wegen $ 111, (8) die Entwicklung: 
— pi A, 


R(c+ iy) = 


= se EL er, 


re +De+29 Fe Da 


s—=1 
die für Wr) > 0 konvergiert. 
Der andere mögliche Fall, daß p(t) nur die einzige endliche 
singuläre Stelle {= 0 besitzt, läßt sich in ähnlicher Weise behandeln; 
die erhaltenen Formeln werden formell mit (6) und (8) identisch. 


Kapitel XXL 


Anwendungen auf die Gammafunktion. 


$ 113. Reihe von Schlömilch für Q.(%). 

Offenbar läßt die allgemeine Theorie der Fakultätenreihen, die 
wir in den vorhergehenden Kapiteln entwickelt haben, namentlich 
mittels der Integraldarstellungen des Kapitel XII, mehrere An- 
wendungen auf die Theorie der Gammafunktion zu. 
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Ehe wir indessen jenen Funktionentypus von diesem Gesichts- 
punkte aus untersuchen, wollen wir zuerst mit Schlömilch') das 
bestimmte Integral: 


Eli dt : 2 !dz \ 
N S fi ne Na)>o0 
> u) ad (1 — log 2)" = 
betrachten. Es ist hier: 
9@)= (1 log)” 

zu setzen, und diese Funktion ist im Innern des Kreises 1 —z|=1 
analytisch, während sie auf der Peripherie dieses Kreises nur die 
einzige singuläre Stelle 2—1 hat. 

Da die entsprechende kritische Zahl A gleich Null ist, so findet 
man für $(v,x) eine Fakultätenreihenentwicklung von folgender Form: 


s—=&@ 


@) Sa Day ats 
die für Rx) > 0 ee und in der wegen $ 110, (3): 
a)=i; 
® | +0 Iron + Dt) 
pa 


zu setzen ist. 
Mit Schlömilch transformieren wir das Integral (1) durch 
die Substitution: 


i=-—1 


x 


und erhalten nach einer einfachen Rechnung: 


(4) Soa)=ar-ie du. 
U 


B4 


w|- 


Wir heben besonders die beiden speziellen Fälle v»—= 1, v = 
hervor. Es ist dann nämlich erstens: 
(5) an 7 She) = — erlie, 
wo lie-* den Integrallogarithmus bedeutet, und nach einer ein- 
fachen Transformation zweitens: 


(6) s(-, 2) = TE: fera 


ee ern Vx 


1) Zeitschrift für Math. und Physik, Bd. 4, p. 396; 1859. 
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d. h. unsere Funktion fällt mit der Transzendenten von Kramp!) 
zusammen. 

Es ist das Verdienst Schlömilchs, diese beiden berühmten 
Transzendenten zum ersten Male in Fakultätenreihen entwickelt zu 
haben. 

Schlömilch?) betrachtet ferner diejenigen Integrale, die aus 
(1) hervorgehen, wenn man +iw statt x einführt; diese Integrale, 
die Schlömilch beträchtliche Schwierigkeiten bereiteten, können 
unmittelbar mittels der in $ 105 entwickelten Methode behandelt 
werden. 

Eine weitere Anwendung der Formel (1) ergibt sich, wenn wir 
das Integral (1) mit $ 80, (3): 


eea-?.Q,(x) -/ e=*(1 +2)" -1ds, Rlo)>0 
() 


vergleichen. Wir finden, daß: 
S(o,2) = et: 217". Q,(1—v) 


sein muß; somit gewinnt man aus (2) für Q,(=) folgende Ent- 
wicklung: 


A, - 
(7) e.0—2:Q,(&) Dee a Ra) > 0. 


Diese Darstellung der schwer zugänglichen Funktion Q,(x), 
die anscheinend nicht früher beobachtet worden ist, ist zwar viel 
einfacher als die von J. Tannery?), indessen ist es mir nicht ge- 
lungen, die Potenzreihe für Q,(#) mittels (7) in einfacher Form 
darzustellen. 

Wir bemerken, daß die Entwicklung (7), die ja einige Ähn- 
lichkeit mit den Entwieklungen in Binomialkoeffizientenreihen hat, 
nicht in eine solche Reihe transformiert werden kann; denn diese 
Reihe wird mit der aus (7) mittels $ 109, (15) erhaltenen 
asymptotischen Reihe in « identisch. 


$ 114. Die Reihen von Binet für u(x) und v(«). 


Wir kehren nunmehr zu den in $ 70, (4) und (9) angegebenen 
Integraldarstellungen von Binet: 


1) Analyse des refractions astronomiques et terrestres, Straßburg 1799. 
2) Zeitschrift für Math. und Physik, Bd. 4, p. 402; 1859. 
3) Comptes rendus, Bd. 94, p. 1701; 1882. 
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& 1 1 Be 
(1) v(&) -/ 6 ee, Je at fit at er) )t 1dt, 
0 


; # jl )- to 3t ‚eldt 
(2) NOES| (4-4 + 5) dt -f6- ; er) logt 
0 


zurück, die ja sämtlich für N(x) > O0 einen Sinn haben. 
Wenden wir zuerst die Entwicklung: 


z 1 1 1 > —V’Bs+i1, 941 9) 
(3) ee == BG 
an, wo B,, B,, B,, : - : die Bernoullischen Zahlen bezeichnen, so 


liefern die Formeln $ 110, (1), (3) unmittelbar die gesuchten Fakul- 
tätenreihen. Die Koeffizienten dieser Reihen, die somit die Ber- 
noullischen und Stirlingschen Zahlen enthalten, weichen formell 
von denjenigen ab, die wir in $$ 33, 34 angegeben haben. 

Eine Identifizierung dieser Koeffizientenausdrücke ergibt eine 
Reihe von Relationen zwischen den beiden obengenannten Zahlen- 
klassen; die einfachste unter diesen Formeln ist wohl die folgende, 
die zuerst von Schlömilch!), später von Radicke?) gefunden 
worden ist: 


3 
(4) = er eB, en —- 


man vergleiche übrigens meine erste Abhandlung über die Stir- 
lingschen Zahlen und Polynome.?) 

Auch die oben angedeuteten Koeffizienten der Binetschen 
Fakultätenreihen sind noch ziemlich kompliziert; wir wollen nun- 
mehr zeigen, daß sich diese Koeffizienten in sehr einfacher Weise 
mittels der Stirlingschen Polynome ausdrücken lassen. 

Zu diesem Zwecke setzen wir der Kürze halber: 


1 1 
(5) 9 (f) er = logt ’ 
1 1 1 
(6) 93 () Ya (1 —t) logt sr (log t)? DE 2 log t 


1) Grunert Archiv, Bd. 9, p. 334; 1848. 

2) Die Rekursionsformeln für die Berechnung der Bernoullischen und 
Eulerschen Zahlen, p. 15; Halle 1880. 

3) Annali di Matematica (3) Bd. 9; 1904, 
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die allgemeine Potenzreihenentwicklung $ 28, (14): 


(= = 1+2 >32 v(@+s) er, l<1 


ergibt dann ohne weiteres: 


s=w@ 


=D u6-1)-, 


j sS=@ 1 ; 
919-2. 16 - Du) +FnE-D)E. 
s=0 
Da nun vermöge der Differenzengleichung für v,(x) in $ 28, (10): 
; 1 
a (8 553 1) her? v24(8) + n i b,(s- 1) — (+5) S v,(s-)—-(s+2): #218) 


sein muß, so liefert die allgemeine Formel $ 96, (2) wegen (1) und 
(2) die folgenden Entwicklungen: 


| +4) u6-D-6+9-0.40)] 


M Hl R@+DE@+D- @+9 
s—0 
SI s!yp,(s—1) 
© va) seen er 


die beide für R(x) > 0 konvergieren; denn die Funktionen (5) und 
(6) haben in der ganzen endlichen t-Ebene nur die einzige singuläre 
Stelle *=0; die entsprechende kritische Zahl ist offenbar gleich 
Null zu setzen. 

Eine Anwendung der allgemeinen Stirlingschen Formel $ 100, 
(10) führt mittels der Identität $ 28, (11): 

(tn +2) va +n+1l)=1+z Di v@+9) 
s=0 


zu den zwei weiteren Reihen von Binet: 


ze |. 0-64 910], 


0) DT ee Te re ren 
BES sl -6+1)WO)] 
2 D => CHDE+IECHH. fs Fi) 


die ebenfalls für W(x) > 0 konvergieren. 
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Für die in $ 74, (20) eingeführte Funktion: 


s—=o@ 


D(x) - ID (r@+9— n l 


s—=0 


findet man ferner aus (8) und (10) vermöge der Stirlingschen 
Formel $ 102, (13) die beiden Entwicklungen: 


SI 160 
= Isar ar 
. _SIeld—e+9%-urıC+D) 
42 = Damen ern 
s—0) 


die gleichfalls für R(x) > 0 konvergieren. 
Betrachten wir endlich die Funktion $ 74, (25): 


Al 
X) =ul@) +5 vl) + DR), 
so fließen aus den vorhergehenden Entwicklungen die beiden anderen: 


: (SH N! — D — Ys+19) 
(13) 20 -5 et.  ’ 


s=0 


= + (0-40) 
+2 
= AD gar Le 


s—=0 


die ebenfalls wieder für N(x) > 0 konvergieren. 

Die in $ 74 erwähnte Analogie zwischen den beiden Funktionen 
u(x) und X(x) tritt durch die eben entwickelten Fakultätenreihen 
deutlich hervor; wir werden indessen in $ 117 noch einmal auf 
diese Analogie zurückkommen. 

Für eine letzte Anwendung der Stirlingschen Polynome wollen 
wir noch das aus $ 51, (2) hergeleitete Integral: 


1 


GN h 
log (1 + =) = i-idt, Re) >0 
D) 


ın Betracht ziehen. Dieselbe Methode wie vorher liefert unmittelbar 
die beiden Entwicklungen: 
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e ne 
u Keller je Dar ar 


s=0 


1 BES le b—iß—d) 
1) Kell) st Dernern- wrerd: 
s=1 
welche wiederum für R(x) > 0 konvergieren. 


$ 115. Andere Fakultätenreihen aus der Theorie von I'(x). 
Von den übrigen in unserer vorhergehenden Darstellung ein- 
geführten Funktionen können noch mehrere in Fakultätenreihen ent- 
wickelt werden. Wir erwähnen z. B. die Funktion H(x) in $ 74, 
(17) und die Funktionen &,(z) und &(#) in 875, (9), (10); die Koeffi- 
zienten der so erhaltenen Reihen sind indessen nicht ganz einfach. 


Für die Funktion $ 75,(6) und $ 92, (13): 


1 
n(@) -('% a 
0 


findet man dagegen vermöge der Methode des $ 96 die einfache 
Reihe: 


SI £ s! h 1 
W 12 > 2a Das oe a 
die mit Ausnahme der Pole = 0,—1,— 2,— 3, , in der ganzen 


x-Ebene konvergiert. 
Binet!) gibt noch folgende einfache Reihe: 


T(&) 2 1 gu 3. 5.22(28— 1)? 9: 
2 zen | | 
ae) x 2. SER DS zSEHD)--- @ +5 


an, die für W(z) >0 konvergiert. Indessen ist die Formel (2) 
offenbar nur ein Spezialfall der in $ 22, (10) mitgeteilten Gaußschen. 
Aus: 
Iy)Iy— a— 
2) Fan Dee Ro—a-9)>0 
findet man in der Tat: 


2 2 — Fo, 5241,01), Ra)>0. 
re +5) 


1) Journal de l’Ecole Polytechnique, cahier 27, pp. 194—195; 1839, 


Kapitel XXI. Anwendungen auf die Gammafunktion. $ 115. 289 


Allgemeiner findet man mittels (3): 
L(&)T(y) T(z nu 
(4) B@y): Ba 2) garen Fuay+z+%D), Ra)>0; 
die Funktion linker Hand in (4) läßt sich somit in eine Fakultäten- 
reihe entwickeln, falls y+ z eine ganze, nicht negative Zahl ist. 
In diesem Zusammenhange darf wohl erwähnt werden, daß 


Schlömilch?!) die Funktion: 


man könnte also beinahe sagen, die Quadratwurzel der Funktion 
linker Hand in (2) in Fakultätenreihen entwickelt hat; indessen 
sind die Koeffizienten dieser Entwicklungen äußerst kompliziert. 
Dasselbe gilt für eine andere von Schlömilch?) formell für die 


Funktion: 
N 2 
( a I(&) 
Fahrt 


gegebene Entwicklung in eine Fakultätenreihe; dazu kommt noch, 
daß es bisher nicht gelungen ist, die Existenz dieser Entwicklung 
in aller Strenge nachzuweisen. 

Was die Integraldarstellung der Fakultätenreihe (2) anlangt, so 
ergibt das erste Eulersche Integral $ 53, (1) unter Anwendung der 


Formeln des $ 46 die noch allgemeinere Integralformel: 
3 


B(z, y) - B(x, 2) - 108 dt, 


0 
wo der Kürze halber: 


1 
a t\e—1 
a "a 
t 


gesetzt worden ist; durch die Substitution: 
u—t=(1l— dv 
gelangt man aber, wenn man noch 1 —t statt £ einführt, zu der 


Formel: 
al 


N Ne 
— — tvt2—1 . / Vest DE j 
ı1—) 3 ER dv, 


0) 


1) Zeitschrift für Mathematik und Physik, Bd. 25, p. 352; 1880. 
2) Ebenda Bd. 4, p. 432; 1859. 


Nielsen, Theorie der Gammafunktion. 19 
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aus der wegen $ 65, (4): 
T&)L! 
AO are el. Py24+ 40 
folgt. Somit ergibt sich schließlich die gesuchte Integraldarstellung: 


1 
6) Bay) Ba, )-T9O. (array +addt, 
0 


die einen Sinn hat, falls gleichzeitig N(y+2)>0, Rz) >0 an- 
genommen werden. Aus der Identität: 


i 

P(a)=x ?e=yV2r-. er@ 
findet man nämlich mittels der Formel $ 79, (21) von Stieltjes, 
daß der Grenzwert: 


lim (F,2,y+3,+log(l — )) 
t=1—-0 


endlich ist. 

Aus (5) geht deutlich hervor, daß das Integral rechter Hand 
dann und nur dann in eine Fakultätenreihe in x entwickelt werden 
kann, wenn y-+2z eine positive ganze Zahl ist; dies stimmt mit 
unserer früheren Bemerkung sehr wohl überein. 


$ 116. Asymptotische Reihen für (x) — P(x+y). 


Als erstes Beispiel unserer allgemeinen Methode zur Herleitung 
asymptotischer Reihen für eine Fakultätenreihe wollen wir die 
Funktion: 


1 » 
pl et? 


in Betracht ziehen. Aus der Definition der Tangentenkoeffizienten 
T,, 73, T,, 
_-r iS 1) FR 


Desk: fu ER oe ” 
Z era 


fließt ohne weiteres folgende andere Entwicklung: 


t 


t 
Se e? Se CUT, j(e\2+1 
Er E ... 
e 21. 2 s—( 
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aus ihr folgt wegen $ 109, (15) unmittelbar die asymptotische Reihe: 


3 j 1 2, “7, 
6) Ban > — Pe) 


denn die Reihe rechter Hand in (3) muß für n= , wie aus (2) 
erhellt, divergieren. 

Da die für ß(x) erhaltene Fakultätenreihe in der ganzen x-Ebene 
außer in O und den negativen ganzen Zahlen konvergiert, so ist die 
asymptotische Reihe (3) demnach in jedem sehr entfernten Punkte 
der x-Ebene außer in der Achse der negativen reellen Zahlen an- 
wendbar. 

Aus (1) findet man nun weiter: 


en t 


” 
2 bern re mern 
x 0 


diese Funktion ist aber offenbar in eine für Rx) > = konver- 


gente Fakultätenreihe entwickelbar. 
Aus der Definition der Eulerschen Zahlen E, E,, Es, .. :: 


s—=w@ 


2 e-i)E, 7 
>) ee De CHR an 121<z 


s==1 


ewinnt man foleende andere Entwicklung: 
fe) oO 


€ 
Er s=w s 


2e ° 2 (WB; (112 | 
ee et (29)! le ? I 
et 2 s=1 
Somit erhalten wir wegen $ 109, (15) die asymptotische Reihe 
SazL 
1 1’ 


(6) Ble+ 5) 25 + 


46 Pos 
2 2 


die überall anwendbar ist, wo dies mit (3) der Fall ist; man hat 
nämlich die Identität: 


@ N er 
und die Differenzengleichung: 
®) Bla+ 2) + Ple+ ren 


Ho 
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Aus (8) folgt nach dem letzten Satze des $ 111, daß die Reihe 
(6) auch für ein negatives N(z) anwendbar ist, falls nur |R(z)| 
endlich ist; aus (7) folgt weiter, wenn » eine willkürliche endliche 
positive Zahl bedeutet, daß: 
Mo at 
[62073 0 


lim —4) 
R@)=+» 
sein muß. Damit ist unsere Behauptung über die Reihe (6) voll- 
ständig bewiesen. 
Wir wollen nunmehr die Funktion: 


[0 2} 


„6 
(9) Ba-D-| Ir er, Ra-y)>0 


untersuchen. Zu dem en gehen wir von der Definition der 
Bernoullischen Zahlen D,, B,, B;, 


s=@ 


t t Ce DizrP: 28 
(10) nn ler 5 +2 San : tl<2x 
Se 
aus; demnach ist: 
= S® B. ” 
(11) 14 2 ur 2, |t|< 2m. 


Somit ergibt die allgemeine Formel $ 111, (3) die weitere Ent- 
wicklung: 


9 evt < / 
(12) N IEl< 2m, 
s=0 
wo die Funktion g,(y) die Polynome von Bernoulli bedeuten: 
9u(Y) zur 
1 
9, (Y) el Ze N 
(13) — 
n n—1 


y 1 | y ee ee 1)°B, Va 
Mt: n— 1)! = 2)! (an — 20)! 
ya 


Aus (12) folgen nun ohne weiteres die beiden anderen Ent- 
wicklungen: 


ey eiy Zeh. N 
ae uw Ei Vet Bern, In ): (20°, tı<z, 


e'Yy ei Y 9,W-1) 1 1 
= Ir NE ze > y—1i 
wer ee jet 3 t ; (5 ): @y, ti<z, 
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aus denen sich durch Subtraktion: 
ey I : N y—1 : 
Dr ul) 1<e 


ergibt. Somit führt die allgemeine Formel $ 111, (7) zu der asym- 
ptotischen Entwicklung: 


Be Ra an 
(15) BD a) Zi 2 ) 


die demnach anwendbar ist, falls x — y derselben Bedingung genügt 
wie x in (3). 
Wir wenden uns nunmehr zu der Funktion: 
1 


(16) Ba) Way) fer era | — ed, 


in der man gleichzeitig N(x) > 0, R(x — y) > 0 voraussetzen muß. 
Für diese Funktion haben wir schon in $ 32, (7) die Fakultäten- 
reihenentwicklung: 


ES 1 Urs) 
(17) ve) — P(y) - Se een een 
s=0 


gefunden, die für N(2— y)>0 konvergiert; somit ergibt sich wegen 
(16) und (12) folgende asymptotische Darstellung: 


— 6-1) (p,(y) —p,(0) 
1) Waadt 2 


x’ 


si 
die also vorläufig für N(x — y) >0O einen Sinn hat. 
Aus $ 5 findet man aber die Fundamentalgleichungen: 


zu) Do Yy 29 So yı, 
(19) Bl) —- Pa — y- (PD) —- P—-2+Y) = 
1 il * sin my 
0% c+y  sinzx-sinz(z — y) 


Da nun wegen (12) und (10): 
P2,+1(0) FE o 
Ba )- UN) Zr 


sein muß, so ist nach derselben Methode wie vorher die asympto- 
tische Reihe (18) anwendbar, wenn nur die beiden Zahlen x und 
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(© —y) in sehr großer Entfernung von der Achse der negativen 
Zahlen gelegen sind. 
Da vermöge (12): 
pr+1(y) = 99) 
sein muß, so folgt aus (18) durch (p — 1)-malige Differentiation 
nach y, die ja nach dem Satze in $ 111 erlaubt ist, folgende andere 
asymptotische Reihe: 


s=en-p 
@+—9) 9,9) 
(20) Own) > a 
speziell für y= 0 folgt aus ihr: 


sen-p 
(21) (— nn 0) (x) >> P+ s— D!p,(0) 


gpt+s 


Endlich bemerken wir noch, daß uns eine Anwendung der 
zweiten Stirlingschen Methode von (18) auf (17) führen muß; 
dadurch ergibt sich folgende Entwicklung nach Bernoullischen Poly- 
nomen: 


Biene ne = a 
(23) yYW+ P +m) - > < - (PH) — 9s+1(0)). 


Be) 


$ 117. Die Stirlingschen Reihen für u(&) und v(x). 


Als zweites Beispiel betrachten wir die Funktion: 
( 1 1 Sen | 
(1) u() a 1’ t as ar 3 at, Re) >». 
ö 


Wir erhalten ohne Mühe wegen $ 116, (11) folgende asympto- 
tische Reihe: 


s+1 1 
(2) ueE) > ar @st2) „url 


die sicher für — = <9<+ 5 anwendbar ist, falls 2=|x| - e'® 
gesetzt wird. 
Nun hat man aber wegen $ 34, (6): 


1 1 
«@+)=-u@)—-|(e+ ,)ls(i+,)-1], 

wo die Funktion rechter Hand in eine Reihe entwickelt werden 

kann, die nach negativen ganzen Potenzen von & fortschreitet; somit 
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muß auch die Formel (2) für = +7 richtig bleiben. Weiter 
ist wegen $ 37, (10): 

v@) + )=—log (le), 
wo X«=+x zu setzen ist, je nachdem ® 20 angenommen wird; 
demnach ist die asymptotische Reihe (2) für -—a<®<+tx an- 


wendbar. 
Da nun: 


v(2) = 35 — u(@) 


ist und die asymptotische Reihe (2) differentiiert werden darf, so 
ergibt sich ohne weiteres die folgende Entwicklung: 


n 
<— 


Ö Dee 


25-2°° 
ah 


die ebenfalls für -— ar <®<+n anwendbar ist. Damit haben wır 
einen neuen Beweis für den folgenden Satz geliefert: 

Die Stirlingschen Reihen (2) :und (3) sind. für sehr große |x| 
und -— a <®<+n anwendbar, wenn & = |x|: e® gesetzt würd. 

Der Ausdruck des Restgliedes für die beiden Reihen (2) und 
(3), den wir aus $ 109, (20) kennen, ist indessen sehr kompliziert, 
so daß diese Herleitung der Stirlingschen Reihe praktisch nicht 
so brauchbar ist wie die frühere in $ 79 entwickelte. 

Aus den Entwicklungen $ 116, (11), (12) folgt ohne weiteres 
die andere: 


et 1 1 1 el ; yo yır! 
id ers ! +3) 3-9 19:0) +! anf 
s=0 


mittels (1) und $ 111, (7) erhält man aus ihr nach einer einfachen 
Rechnung folgende andere asymptotische Reihe: 


ul + y) + (2-5) log (1 2) — ylog (1+2) — yo 
(4) ı=n 


(— NY!p,,1ıW) 
BaNe 


s=1 


unter Anwendung der schon im vorigen Paragraphen erwähnten 
Identität: 


Yo-d-n)- 
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ergibt sich aus ihr, indem man das Zeichen von y wechselt, die 
analoge Entwicklung: 


ua — y) + (a „)1os(1 + 2) + ylog (1-2) - 


9 —y+ylog(1- %) >> Ba a 


&c 
Bl 


Die Formeln (4) und (5) sind beide anwendbar, falls y endlich 
bleibt, während # in überaus großer Entfernung von der Achse der 
negativen reellen Zahlen liegt. 

Wir transformieren noch die beiden Formeln (4) und (5), 
indem wir vermöge der Identität: 


u(&) =log I'‘(x) — (.— 5) log x + 2 — log V2r 


für log T' die entsprechenden Funktionen einführen. Wir gelangen 
so leicht zu folgenden Entwicklungen: 


n—1 
u 
3 Lg FetnTre-yt) „VAN GH Nr +) 
(6) 2 log Ta)Tc +1) un BT ’ 
s=0 
<> 


73 1 @s—1)!p, ,,„W 
(MD) 3 log En = a) Bun D> > 
welche man Sonin!) verdankt. Später sind sie von Stieltjes?) und 
Hermite?) betrachtet worden. 

Was die Funktionenwerte v(& + y) betrifft, so kann man für 
sie aus (4) und (5) durch Differentiation nach x oder y ganz ähn- 
liche Reihen herleiten. 

Weiter bemerken wir, daß sich die Theorien des $ 112 ohne 
weiteres auf die Funktionen u(z) und v(x) anwenden lassen; in- 
dessen scheinen die so erhaltenen Formeln für komplexe Werte von 
x nicht praktischer zu sein als die Reihen (2) und (3). 

Die in $ 8 eingeführten Funktionen P(x, y) und @(x, y) können 
auch unmittelbar vermöge (6) und (7) entwickelt werden, scheinen 
aber auch nicht gerade praktisch brauchbar zu sein. 


1) Annalen der Universität Warschau 1888. Journal für Mathematik 
Bassnle Ey137.:21895: 


2) Journal de Math&matiques, (4) Bd. 5, p. 440; 1889. 
3) Journal für Mathematik Bd. 116, p. 201—205; 1895. 
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$ 118. Analogie zwischen I"'%P(x) und log I‘«). 


Durch eine letzte Anwendung unserer allgemeinen Theorie 
wollen wir schließlich noch die schon in den SS 74 und 114 er- 
wähnte Analogie zwischen dem endlichen Integrale I"1%(x) und 
dem gewöhnlichen Integrale log I(x) von #(x) vollständig auf- 
zuklären suchen. 

Zu diesem Zwecke benutzen wir die Funktion $ 74, (26): 


ä 1 2 il I 
en Se | 1) (+4 ) ea; Ra)> 0. 
0 
Die Entwicklung $ 116, (10): 


s—1 
= I a u HE: .s-1, I2Il< 2% 


(28)! 


ergibt sodann durch Differentiation nach £ und unter Anwendung 
der Identität: 


ER en 


die entsprechende Entwicklung: 


< 1 1\2 1 a B, : : 

2) (Fi +1) Gt a) rn Dt #, lil<22, 
Se 

wo der Kürze halber für n >1: 

(Par ee 

|2. ae 1)r 2n+1 


2n 2 


an 2 2 n+1 


(3) 


zu setzen ist. 
Die gewöhnliche Methode liefert ferner vermöge (1) und (2) 
die asymptotische Reihe: 


sen-—l 


1 2a) 
4 X) © — : 
(4) (2) at ner 
die sicher für sehr große |«| und — << ®< +3 - brauchbar ist, 
wenn man: 


ee 
setzt. 
Um nun die Tragweite der Formel (4) zu untersuchen, führen 


wir die Funktion $ 74, (20): 
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(5) © (x) => Pe@+9)— 467) 
ein; es ist dann nämlich wegen $ 74, (25): 
(6) Xa)=u@)+zr@) + DE). 
Eine Anwendung der Formel von Stieltjes $ 70, (20): 


art 
0 


ergibt sodann für ®(f) ohne weiteres folgende andere Integral- 
darstellung: 


(7) D(x) = f Al): WO + a)dt, 


die mit Ausnahme der Achse der negativen reellen Zahlen die 
Funktion ®(x) in der ganzen x-Ebene darstellt. 

Die Formel (7) kann aber offenbar nach der in $ 79 ent- 
wiekelten Methode von Stieltjes behandelt werden; die Formel 
$ 79, (11) ergibt in der Tat: 


s=en—1l 


a re gr 
(9) i 
+(- 1%: [ 24,0): Werd + a)dt. 
0) 


Da nun, wenn x nicht negativ reell ist: 


je >} 


| 

a RG per+d(t + 2)di=0 

0 
sein muß, so kann, wie (8) in Verbindung mit $ 116, (19) zeigt, 
D(x) nd somit auch X(x) in eine asymptotische "Reihe entwickelt 
werden, die für -a<®<-+r gültig bleibt. Da eine solche Ent- 
wicklung nur auf eine Weise möglich ist, so folgt der Satz: 

Die für X(x) hergeleitete asymptotische Reihe (4) ist für sehr 
große (x) und -— an <® <+n brauchbar. 

Die Fakultätenreihen des $ 114 und die asymptotischen Reihen 
(4) und $ 116,(2) zeigen deutlich,die vollkommene Analogie der 


beiden Funktionen u(x) und X(x), und daraus folgt unmittelbar 
mittels der Formeln: 


lim 
|2]=» 
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log I(@) = u(@) — (£ — 4) log x + — logV2x, 
A'1%(2) = X(2)+ (ec — 1)loge — x +logyY2r 
die entsprechende Analogie der beiden Funktionen log I(x) und 
AND), 
Der Kuriosität halber erwähnen wir noch, daß die Formel von 
Poisson $ 71,(1l): 
1 22dz 
v(x) Tepy; =) 2 + ur (ei? _ 1) 
mittels (5) und unter Anwendung der Identität: 


ß ' $==00 5 k 
Flo + 2) — Pla i)- I ara 
s=0 
noch folgende andere Integraldarstellung von ®(z): 


a Feed, Bat 
0 


er 72 at 
liefert. 
Das Integral rechter Hand in (9) bietet offenbar dieselbe Eigen- 
tümlichkeit dar, welche Petersen für das obengenannte Integral 
von Poisson nachgewiesen hat. 
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Noten. 


Seite 6. Euler hat seinen Annäherungswert für ( auch in Institutiones cal- 
euli differentialis p. 444 publiziert; über seine noch früheren Veröffent- 
lichungen dieses Wertes vergleiche man G@. Eneström in Bibliotheca 
Mathematica 1905. 

Seite 77. Die Formel (6) muß 


< 7 
1 %,„(0) 1 (— 1 B, . n—2s+1 
Me, om. % 
s=1 


lauten. 
Die Formeln des $ 30 sind schon von Nicole in Memoires de l Aca- 

demie de Paris 17127, p. 361ff. publiziert worden. 

Seite 116. In seiner schönen Abhandlung Sur les fonetions determinantes') hat 

1 
Pincherle bewiesen, daß das bestimmte Integral | pr” "dt, falls 
N) 

es für © = « konvergiert, für jeden endlichen Wert von x konvergieren 
muß, wenn N(x) > R(«) vorausgesetzt wird. Pincherle setzt voraus, 
daß (tl) im Intervalle 0 <“t<{ 1 endlich und kontinuierlich ist. Landau 
hat mir brieflich einen einfachen Beweis für diesen Konvergenzsatz mit- 
geteilt, in dem er nur voraussetzt, daß das obengenannte Integral für 
x = « einen Sinn hat. 

Seite 120. Die Formel (8) muß 


t 
no = [Toge—ndz 
v 


lauten. 

Seite 126. Landau hat mir brieflich einen Beweis dafür mitgeteilt, daß der 
Konvergenzbereich einer Binomialkoeffizientenreihe der endliche Teil einer 
Halbebene ist, welche rechts von einer gewissen geraden, auf der 
Achse der reellen Zahlen senkrecht stehenden Linie liegt. Es sei nun 
unsere Reihe für NR(x) > A konvergent und für R(x) >’ unbedingt 
konvergent; dann ist immer 2’ <A +1. 

Seite 127. Pincherle hat die notwendige und hinreichende Bedingung, 
welcher eine Funktion genügen muß, um in eine Binomialkoeffizienten- 


reihe entwickelt werden zu können, in der obengenannten Arbeit?) 
publiziert. 


1) Annales de l’Ecole Normale (3) Bd. 22, p. 9—68; 1905; vergleiche p. 13f. 
2) loe. cit. p. 65. 
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Seite 150. Die allgemeinen bestimmten Integrale, welche als Spezialfälle 
Zylinderfunktionen oder den Integrallogarithmus enthalten, sind sehr 
kompliziert. Dagegen habe ich in einer Arbeit, welche demnächst in 
Monatshefte für Math. uw. Physik erscheint, bewiesen, daß die Funktion 
Q,(1 — v), ale Funktion von & betrachtet, in gewissen Integralgattungen 
eine ähnliche Rolle wie e”” spielt. 

Seite 197. Das verallgemeinerte Gaußsche Multiplikationstheorem ist früher 
von A. Winckler in der Abhandlung Neue Theoreme zur Lehre von den 
bestimmten Integralen, Wiener Berichte 1856, publiziert worden. 

Seite 213. Lerch ') hat neuerdings andere Reihenentwicklungen für die Funktion 
Q,(&) mitgeteilt. 

Seite 237. Über Fakultätenreihen vergleiche man auch die ebengpnann © schöne 
Abhandlung von Pincherle.?) 

Seite 245. Die Konvergenzbereiche einer Fakultätenreihe hat Landau, nach 
einer brieflichen Mitteilung, auch ganz elementar hergeleitet. 


1) Journal für Mathematik, Bd. 130, p. 47—-65; 1905. 
2) loc. eit. p. 50. 
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